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Πρόλογος - ΢ύνουη 
 
΢θνπό ηεο παξνύζαο κεηαπηπρηαθήο εξγαζίαο, απνηειεί ε κειέηε κίαο θιάζεο 
ζπλαξηήζεωλ νη νπνίεο είλαη γλωζηέο ωο ζεηηθά νξηζκέλεο ζπλαξηήζεηο. Κίλεηξν ζηελ όιε 
πξνζπάζεηα απνηέιεζε ην γεγνλόο όηη, ζηε ζπγθεθξηκέλε θιάζε αλήθνπλ δύν πνιύ 
ζεκαληηθέο θαηεγνξηέο ζπλαξηήζεωλ, νη ραξαθηεξηζηηθέο ζπλαξηήζεηο θαη νη ζπλαξηήζεηο 
απηνζπζρέηηζεο, ηηο νπνίεο ζα κειεηήζνπκε αλαιπηηθά. ΢ηελ πεξίπηωζε δε ηωλ ζπλαξηήζεωλ 
απηνζπζρέηηζεο ηδηαίηεξε έκθαζε ζα δνζεί ζε δύν πνιύ ζεκαληηθά απνηέιεζκαηα πνπ 
πξνέξρνληαη από ηελ ζεωξία ηειεζηώλ, ην ζεώξεκα Mercer θαη ην ζεώξεκα Karhunen-
Loeve. Η ζεκαληηθόηεηα ηωλ ζπγθεθξηκέλωλ απνηειεζκάηωλ έγθεηηαη ζην γεγνλόο όηη ε 
ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο  ,C t s  κπνξεί λα γξαθεί ωο άζξνηζκα γηλνκέλωλ ζπλαξηήζεωλ 
κίαο κεηαβιεηήο ηωλ t  θαη s  αληίζηνηρα.  
΢ην πρώτο κεφάλαιο, ηεο εξγαζίαο, παξαηίζεληαη δηάθνξεο εηζαγωγηθέο έλλνηεο γηα 
ηηο ζηνραζηηθέο δηαδηθαζίεο δεπηέξαο ηάμεωο. Αθόκα, παξνπζηάδνληαη θάπνηα πνιύ βαζηθά 
απνηειέζκαηα ηεο ζεωξίαο πηζαλνηήηωλ, ηα νπνία απνηεινύλ ην βαζηθό εξγαιείν γηα ηελ 
αλάιπζε πνπ ζα αθνινπζήζεη. Σέινο, παξνπζηάδνληαη ρωξίο απνδείμεηο ηα βαζηθά 
ζεωξήκαηα ζύγθιηζεο ηεο Θεωξίαο Πηζαλνηήηωλ. 
΢ην δεύτερο κεφάλαιο, νξίδνληαη θαη κειεηώληαη δηεμνδηθά νη ζεηηθά νξηζκέλεο 
ζπλαξηήζεηο θαη νη ηδηόηεηεο ηνπο. Οη ζπλαξηήζεηο απηέο είλαη ζεκειηώδνπο ζεκαζίαο θαζώο 
ηόζν νη ραξαθηεξηζηηθέο ζπλαξηήζεηο όζν θαη νη ζπλαξηήζεηο απηνζπζρέηηζεο είλαη ζεηηθά 
νξηζκέλεο ζπλαξηήζεηο. Η ρξεζηκόηεηα ηνπο ζα γίλεη εκθαλήο ζηα επόκελα θεθάιαηα. 
΢ην τρίτο κεφάλαιο, εηζάγεηαη ε έλλνηα ηεο ραξαθηεξηζηηθήο ζπλάξηεζεο θαη 
παξνπζηάδνληαη αλαιπηηθά νη ηδηόηεηεο ηεο θαη ηα βαζηθά απνηειέζκαηα ηεο αληίζηνηρεο 
ζεωξίαο. Η ζεκαληηθόηεηα ηεο ζπγθεθξηκέλεο ζπλάξηεζεο έγθεηηαη ζην γεγνλόο όηη κέζω 
ηνπ ζεωξήκαηνο αληηζηξνθήο, κπνξνύκε αλ ηε γλωξίδνπκε λα βξνύκε ηε ζπλάξηεζε 
θαηαλνκήο. Επηπιένλ, ην ζεώξεκα Bochner καο δείρλεη πώο νη ραξαθηεξηζηηθέο ζπλαξηήζεηο 
ζπλδένληαη κε ηηο ζεηηθά νξηζκέλεο ζπλαξηήζεηο. Ιδηαίηεξε έκθαζε δίλεηαη θαη ζην ζεώξεκα 
ζπλέρεηαο ηνπ Levy, ε ζεκαληηθόηεηα ηνπ νπνίνπ έπεηαη ζην γεγνλόο όηη καο εμαζθαιίδεη όηη 
αλ ζπγθιίλνπλ νη ραξαθηεξηζηηθέο ζπλαξηήζεηο, νη νπνίεο είλαη ζεκεηαθέο ζπλαξηήζεηο, ηόηε 
ζπγθιίλνπλ θαη νη αξρηθέο ζπλαξηήζεηο θαηαλνκήο, γηα ηε ζύγθιηζε ηωλ νπνίωλ δελ είλαη 
εύθνιν λα κηιήζνπκε εμ αξρήο. Σέινο, γίλεηαη αλαθνξά θαη ζηε ζρέζε ηεο ραξαθηεξηζηηθήο 
ζπλάξηεζεο κε ηηο ξνπέο. 
ii 
 
 
΢ην τέταρτο κεφάλαιο, εηζάγεηαη ε έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο απηνζπζρέηηζεο θαη 
γίλεηαη εκθαλέο ην πώο ζπλδέεηαη απηή κε ηηο ζεηηθά νξηζκέλεο ζπλαξηήζεηο. Επηπιένλ, 
εμεηάδνληαη νη ηδηόηεηεο ηωλ ζπλαξηήζεωλ απηνζπζρέηηζεο θαζώο απηέο απνηεινύλ ην 
βαζηθό εξγαιείν γηα ηε κειέηε ζηνραζηηθώλ ζπλαξηήζεωλ δεπηέξαο ηάμεωο. Σέινο, 
παξαηίζεληαη ρωξίο απνδείμεηο ηα βαζηθά απνηειέζκαηα ηνπ κέζν-ηεηξαγωληθνύ ινγηζκνύ.  
΢ην πέμπτο κεφάλαιο, παξνπζηάδνληαη ηα ζεωξήκαηα ηωλ Mercer θαη Karhunen-
Loeve. Γίλεηαη ηδηαίηεξε αλαθνξά ζηηο βαζηθέο έλλνηεο ηεο ζεωξίαο ηειεζηώλ θαζώο θαη ζην 
ζεκειηώδεο θαζκαηηθό ζεώξεκα γηα ζπκπαγείο θαη απηνζπδπγείο ηειεζηέο, νύηωο ώζηε λα 
έρεη αλαπηπρζεί ην ζεωξεηηθό ππόβαζξν πνπ απαηηείηαη γηα ηελ παξνπζίαζε ηωλ ζεωξεκάηωλ 
Mercer θαη Karhunen-Loeve. Σα ζεωξήκαηα απηά είλαη ηδηαίηεξα ζεκαληηθά θαη βξίζθνπλ 
εθαξκνγή ζε δηάθνξνπο θιάδνύο όπωο ε αλάιπζε εηθόλαο. Μέζω ηνπ Θεωξήκαηνο Mercer ε 
ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο  ,C t s  κπνξεί λα γξαθεί ωο άζξνηζκα γηλνκέλωλ ζπλαξηήζεωλ 
κίαο κεηαβιεηήο ηωλ t  θαη s  αληίζηνηρα. Επηπιένλ, αληίζηνηρν απνηέιεζκα πξνθύπηεη θαη  
κέζω ηνπ Θεωξήκαηνο Karhunen-Loeve θαζώο έρνπκε όηη κία κεζνηεηξαγωληθά ζπλερήο 
ηπραία ζπλάξηεζε  ,t   κπνξεί λα γξαθεί ζπλαξηήζεη γηλνκέλωλ ζπλαξηήζεωλ κίαο 
κεηαβιεηήο.  
 ΢ην έκτο κεφάλαιο, γίλεηαη αλαθνξά ζηελ θαζκαηηθή αλαπαξάζηαζε ηωλ ζηάζηκωλ 
ηπραίωλ ζπλαξηήζεωλ, νη νπνίεο κνληεινπνηνύλ θαηλόκελα ηα νπνία ζπλαληώληαη επξύηαηα 
ζηε θύζε. Θα δνύκε όηη ε θαζκαηηθή αλαπαξάζηαζε είλαη ην αληίζηνηρν ηνπ ζεωξήκαηνο 
αληηζηξνθήο ηωλ ραξαθηεξηζηηθώλ ζπλαξηήζεωλ γηα ηηο ζπλαξηήζεηο απηνζπζρέηηζεο. 
Επηπιένλ, ζην παράρτημα, γίλεηαη αλαθνξά θαη γηα άιιεο παξόκνηεο αλαπαξαζηάζεηο κε 
απηή ηνπ Θεωξήκαηνο Karhunen-Loeve γηα ηηο ζηνραζηηθέο ζπλαξηήζεηο. 
Σέινο, ζην ηέινο θάζε θεθαιαίνπ δίδεηαη βηβιηνγξαθία κε ηα ζπγγξάκκαηα πνπ 
ρξεζηκνπνηήζεθαλ θαηά ηε ζπγγξαθή ηνπ αληίζηνηρνπ θεθαιαίνπ. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1 
ΟΡΙ΢ΜΟΙ ΚΑΙ ΒΑ΢ΙΚΔ΢ ΔΝΝΟΙΔ΢ ΑΠΟ ΣΗ ΘΔΩΡΙΑ ΠΙΘΑΝΟΣΗΣΩΝ 
 
΢ην θεθάιαην απηό ζα ππελζπκίζνπκε θάπνηεο βαζηθέο έλλνηεο από ηε Θεωξία Πηζαλνηήηωλ, 
νη νπνίεο είλαη απαξαίηεηεο γηα ηελ θαηαλόεζε ηωλ επόκελωλ θεθαιαίωλ. Η αλάιπζε καο 
βαζίζηεθε ζηνλ Bhat B.R., 1985, Modern Probability Theory, ζηνλ Billingsley Patrick, 1995, 
Probability and Measure, ζηνπο Gikhman I.I., Skorohhod A.V., 1969, Introduction to the 
Theory of Random Processes, ζηνλ Γ.Α. Αζαλαζνύιε, ΢εκείωζεηο γηα ην κάζεκα 
“΢ηνραζηηθή Μνληεινπνίεζε Μαθξνζθνπηθώλ Φαηλνκέλωλ θαη Γηαδηθαζηώλ’’, Σκήκα 
Ναππεγώλ Μεραλνιόγωλ Μεραληθώλ, Δζληθό Μεηζόβην Πνιπηερλείν θαη ζηνλ Παπαδάην 
Νηθόιανο, 2006, Θεωξία Πηζαλνηήηωλ ζειίδεο 261-269. 
1.1)  Βασικές έννοιες από τη Θεωρία Πιθανοτήτων 
Θα μεθηλήζνπκε ηελ αλάιπζε καο από κία πνιύ βαζηθή έλλνηα από ηε ζεωξία ζπλόιωλ, απηή 
ηεο ζ-άιγεβξαο. 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 1.1: Έζηω έλα κε θελό ζύλνιν Θ. Μία ζ-άλγεβπα F  επάλω ζην ζύλνιν Θ 
είλαη κία νηθνγέλεηα ππνζπλόιωλ ηνπ Θ ε νπνία είλαη εθνδηαζκέλε κε ηηο αθόινπζεο 
ηδηόηεηεο:  
i) 0 F   
ii) \cF F F    F F   
iii) 1 2
1
, ,... : i
i
A A A A


   F F  
΢ηε ζπλέρεηα ζα νξίζνπκε κία ζ-άιγεβξα ή νπνία είλαη ηδηαίηεξα ρξήζηκε ζηε Θεωξία 
Πηζαλνηήηωλ. Θα ζεωξήζνπκε όηη ην ζύλνιν Ω είλαη ην ζύλνιν ηωλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ 
θαη ζα θαηαζθεπάζνπκε κία ζ-άιγεβξα πνπ ζα απνηειείηαη από ππνζύλνια ηεο πξαγκαηηθήο 
επζείαο. Η άιγεβξα απηή νλνκάδεηαη άιγεβξα Borel. Έρνπκε ην αθόινπζν νξηζκό: 
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ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 1.2: Θα νλνκάδνπκε άλγεβπα Borel θαη ζα ηε ζπκβνιίδνπκε κε B ηελ ειάρηζηε 
ζ-άιγεβξα πνπ πεξηέρεη ηελ θιάζε όιωλ ηωλ δηαζηεκάηωλ ηεο κνξθήο  , x θαη ηα 
ζηνηρεία απηνύ ηνπ ζπλόινπ ηα νλνκάδνπκε ζύλνια Borel. 
Αληίζηνηρα, όηαλ κεηαβνύκε ζηνλ ρώξν d  , ε ζ-άιγεβξα Borel  dB  είλαη ε ειάρηζηε 
ζ-άιγεβξα ε νπνία πεξηέρεη όια ηα παξαιιειόγξακκα ηεο κνξθήο: 
    , : , 1,...,d i i ia b x a x b i d       
όπνπ  1 2, ,..., dda a a a   θαη  1 2, ,..., ddb b b b   . 
΢ηε ζπλέρεηα ζα δώζνπκε ηελ έλλνηα ηνπ κεηξήζηκνπ ρώξνπ. 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 1.3: Έζηω έλα κε θελό ζύλνιν Θ θαη κία ζ-άιγεβξα F  νξηζκέλε επάλω ζην 
ζύλνιν απηό. Σν δεύγνο  , F  θαιείηαη μεηπήζιμορ σώπορ. 
Οη ζ-άιγεβξεο είλαη νπζηαζηηθά δνκέο πιεξνθνξίαο. Κάζε απνηέιεζκα ελόο πεηξάκαηνο 
ηύρεο κπνξεί λα εθθξαζηεί ωο έλα ζύλνιν πνπ αλήθεη ζε κία θαηάιιειε ζ-άιγεβξα. Έηζη, 
νδεγνύκαζηε ζηελ αλάγθε λα νξίζνπκε ζπλαξηήζεηο νη νπνίεο απεηθνλίδνπλ ηα ζύλνια ζε 
αξηζκνύο. Οη ζπλάξηήζεηο απηέο είλαη ηα γλωζηά κέηξα από ηελ Θεωξία Μέηξνπ. ΢ηε 
ζπλέρεηα ζα δώζνπκε ηνλ νξηζκό ηνπ κέηξνπ πηζαλόηεηαο. 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 1.4: Έλα μέηπο πιθανόηηηαρ P  νξηζκέλν πάλω ζε έλαλ κεηξήζηκν ρώξν 
 , F  είλαη κία απεηθόληζε  : 0,1P F  εθνδηαζκέλε κε ηηο αθόινπζεο ηδηόηεηεο: 
i)    0 0, 1P P      
ii) Αλ 1 2, ,...A A F  θαη ηα  iA  είλαη αλά δύν μέλα, ηόηε  
 
11
i i
ii
P A P A
 

 
 
 
  
Αθνύ νξίζακε ηηο έλλνηεο ηεο ζ-άιγεβξαο θαη ηνπ κέηξνπ πηζαλόηεηαο, είκαζηε ηώξα ζε ζέζε 
λα νξίζνπκε ηνλ ρώξν πηζαλνηήηωλ. 
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ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 1.5: Θεωξνύκε έλα ζύλνιν Θ, κία ζ-άιγεβξα F  νξηζκέλε πάλω ζε απηό ην 
ζύλνιν θαη έλα κέηξν πηζαλόηεηαο P . Η ηξηπιέηα  , ,P F  νλνκάδεηαη σώπορ 
πιθανοηήηων.  
΢ηε ζπλέρεηα ζα εηζάγνπκε ηηο έλλνηεο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο θαη ηεο ζηνραζηηθήο 
ζπλάξηεζεο. Θα μεθηλήζνπκε κε ηελ έλλνηα ηεο κεηξήζηκεο ζπλάξηεζεο. 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 1.6: Έζηω Θ έλα κε θελό ζύλνιν. Μία ζπλάξηεζε :
dY   θαιείηαη F -
μεηπήζιμη αλ   
     1 ;Y U Y U     F   
γηα θάζε αλνηθηό ζύλνιν 
dU  .  
 
1.2) Σσταίες μεταβλητές και σσναρτήσεις κατανομής 
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 1.7: Έζηω  , ,P F  ν ρώξνο πηζαλόηεηωλ, : dX    κηα απεηθόληζε 
θαηF  κηα ζ-άιγεβξα ππνζπλόιωλ ηνπ 
d . Η απεηθόληζε X  ζα θαιείηαη ηςσαία 
μεηαβληηή αλ θαη κόλνλ αλ είλαη F -κεηξήζηκε, δειαδή αλ γηα θάζε U F , ε 
αληίζηξνθε εηθόλα ηνπ κέζω ηεο X ,  1X U , αλήθεη ζηε ζ-άιγεβξα ηωλ γεγνλόηωλ F . 
Θεωξνύκε ηώξα έλα πείξακα ηύρεο θαη ηελ αληίζηνηρε ηπραία κεηαβιεηή  X  . Θεωξνύκε 
ηελ πηζαλόηεηα λα ζπκβεί ην γεγνλόο   : X x    ή δηαθνξεηηθά ηελ 
πηζαλόηεηα   XP X x   όπνπ x  είλαη έλαο πξαγκαηηθόο αξηζκόο. Η ζπλάξηεζε 
    X XF x P X x  θαιείηαη ζςνάπηηζη καηανομήρ ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο  X   . 
Η ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ππάξρεη πάληα. Δίλαη εμ’ νξηζκνύ κία κε αξλεηηθή, ζπλερήο από ηα 
δεμηά θαη κε θζίλνπζα ζπλάξηεζε κίαο πξαγκαηηθήο κεηαβιεηήο x  . Δπηπιένλ, έρνπκε όηη: 
  0XF    θαη   1XF    . 
Οη ηπραίεο κεηαβιεηέο δηαθξίλνληαη ζε ζςνεσείρ θαη διακπιηέρ. Μία ηπραία κεηαβιεηή 
θαιείηαη διακπιηή όηαλ ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο είλαη κία ζθαιωηή ζπλάξηεζε κε 
πεπεξαζκέλν ή αξηζκήζηκν πιήζνο αικάηωλ. Δλώ κία ηπραία κεηαβιεηή  X   θαιείηαη 
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ζςνεσήρ αλ ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο είλαη ζπλερήο θαη ζρεδόλ παληνύ δηαθνξίζηκε. Γηα 
κία ζπλερή ηπραία κεηαβιεηή  X  , ππάξρεη ε παξάγωγνο  
  
 X
X
dF x
f x
dx
   
Καη ζηελ πεξίπηωζε απηή ε ζπλάξηεζε  Xf x  νλνκάδεηαη ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο 
πηζαλόηεηαο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο  X  . Η ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο έρεη ηηο 
αθόινπζεο ηδηόηεηεο: 
 
     
 
0
1
X
b
X X X
a
X
f x
f x dx F b F a
f x dx



 



   
 
Οη νξηζκνί ηεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο θαη ηεο ζπλάξηεζεο ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο 
κπνξνύλ λα επεθηαζνύλ θαη ζηελ πεξίπηωζε πνπ έρνπκε πνιιέο ηπραίεο κεηαιεηέο. ΢ηελ 
πεξίπηωζε απηή ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο κίαο αθνινπζίαο n  ηπραίωλ 
κεηαβιεηώλ   nX   , νξίδεηαη ωο εμήο: 
    
1 2 1 2... 1 2 ... 1 1 2 2
, ,..., ...
n nX X X n X X X n n
F x x x P X x X x X x      
 
Η αληίζηνηρε από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο δίλεηαη από ηνλ ηύπν: 
    
1 2 1 2... 1 2 ... 1 2 1 2
, ,..., , ,..., / ...
n n
n
X X X n X X X n nf x x x F x x x x x x       
 
Γεδνκέλνπ όηη ε παξαπάλω κεξηθή παξάγωγνο ππάξρεη. ΢ηελ πεξίπηωζε απηή ε 
πεπεξαζκέλε αθνινπζία ηπραίωλ κεηαβιεηώλ   nX  κπνξεί λα ζεωξεζεί ωο ηα ζηνηρεία 
ελόο n -δηάζηαηνπ ηπραίνπ δηαλύζκαηνο  X .  
΢ηε ζπλέρεηα παξαζέηνπκε ηνπο νξηζκνύο ηεο ζηνραζηηθήο ζπλάξηεζεο θαζώο θαη ηεο 
ηπραίαο κεηαβιεηήο δεύηεξεο ηάμεο. 
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ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 1.8: Σηοσαζηική Διαδικαζία ή Τςσαία Σςνάπηηζη ή Σηοσαζηική Σςνάπηηζη, 
νλνκάδνπκε ηελ νηθνγέλεηα ηωλ ηπραίωλ κεηαβιεηώλ 
     
,
; , , ,
a b
t a bt t t
X X t t t t  
   
     , 
ππό ηελ πξνϋπόζεζε όηη γηα θάζε n  θαη γηα θάζε πεπεξαζκέλν ζύλνιν 
 1 2, ,..., ,
N
N a bt t t t t    , νξίδεηαη ε θαηαλνκή πηζαλόηεηαο ηεο Ν-δηάζηαηεο (ζπλήζνπο) 
ηπραίαο κεηαβιεηήο, 
             1 2 1 2, ,..., ; , ; ,..., ;N NX X X X t X t X t      . 
Μηα νηθνγέλεηα πνπ ρξεζηκνπνηείηαη επξέωο ιόγω ηωλ ρξήζηκωλ ηδηνηήηωλ ηεο είλαη απηή 
ηωλ ηπραίωλ κεηαβιεηώλ πεπεξαζκέλεο δεπηεξνηάμηαο ξνπήο θαη ε εμαγόκελε από απηέο 
θιάζε ηωλ ηπραίωλ ζπλαξηήζεωλ δεπηέξαο ηάμεωο. 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 1.9: Μηα ηςσαία μεηαβληηή δεύηεπηρ ηάξηρ  :X X     είλαη κηα 
  ,BF  κεηξήζηκε ζπλάξηεζε γηα ηελ νπνία ηζρύεη 
     
2
X X XE E        
  
. 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 1.10: Μηα ζηνραζηηθή ζπλάξηεζε  ;X t   όπνπ, γηα θάζε n  θαη γηα θάζε 
πεπεξαζκέλν ζύλνιν 1 2, ,..., ,
N
N a bt t t t t    , ε θαηαλνκή πηζαλόηεηαο ηεο Ν-δηάζηαηεο  
ηπραίαο κεηαβιεηήο 
             1 2 1 2, ,..., ; , ; ,..., ;N NX X X X t X t X t     
 
είλαη κηα νηθνγέλεηα ηπραίωλ κεηαβιεηώλ δεύηεξεο ηάμεο, ηόηε ζα θαιείηαη ζηοσαζηική 
ζςνάπηηζη δεύηεπηρ ηάξηρ. 
1.3) ΢τοιτεία από τη σύγκλιση τσταίων μεταβλητών 
΢ηε παξάγξαθν απηή ζα δώζνπκε ρωξίο απνδείμεηο ηηο δηάθνξεο έλλνηεο ζύγθιηζεο ηπραίωλ 
κεηαβιεηώλ. Η ελόηεηα απηή είλαη πιήξωο αλαπηπγκέλε ζε θάζε ζνβαξό βηβιίν Θεωξίαο 
Πηζαλνηήηωλ. Βιέπε γηα παξάδεηγκα Bhat B.R., 1985, Modern Probability Theory, Κεθάιαην 
6 θαη Billingsley Patrick, 1995, Probability and Measure, Κεθάιαην 5. 
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ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 1.11: Θα ιέκε όηη κία ζηνραζηηθή δηαδηθαζία δεπηέξαο ηάμεωο  ,X t  , όηαλ 
0t t  , ζςγκλίνει καηά μέζη ηεηπαγωνική έννοια  πξνο ηελ ηπραία κεηαβιεηή  0A  , εάλ 
θαη κόλνλ εάλ  
    
0
2
0lim ; 0
t t
E X t A  

  
  
  
Η κέζε ηεηξαγωληθή ζύγθιηζε ηεο δηαδηθαζίαο  ,X t   αλαθέξεηαη θαη ωο 2L ζύγθιηζε 
δεδνκέλνπ όηη αληηζηνηρεί ζηε ζύγθιηζε ζηνλ ρώξν Hilbert ηωλ ζηνραζηηθώλ δηαδηθαζηώλ 
δεπηέξαο ηάμεωο. Με ηε κέζε ηεηξαγωληθή ζύγθιηζε αζρνινύκαζηε αλαιπηηθά ζηελ ελόηεηα 
4.2 ζηνηρεία από ην κέζν ηεηξαγωληθό ινγηζκό. 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 1.12: Μία αθνινπζία ηπραίωλ κεηαβιεηώλ  ,nX n  νξηζκέλε ζε έλαλ ρώξν 
πηζαλνηήηωλ  , ,P F  ιέκε όηη ζπγθιίλεη ζσεδόν βεβαίωρ ζε κία ηπραία κεηαβιεηή X  
όηαλ ην n   θαη ζπκβνιίδνπκε κε 
. .
,nX X
 
  αλ  
     lim 1n
n
P X X 

    
δειαδε αλ ζεωξήζνπκε ην ππνζύλνιν     0 : lim n
n
X X  

     ηόηε 
έρνπκε  0 1P   .  
Η ζρεδόλ βεβαία ζύγθιηζε ζπρλά νλνκάδεηαη θαη ζύγθιηζε ζρεδόλ παληνύ ή ζύγθιηζε κε 
πηζαλόηεηα 1. 
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 1.13: Μία αθνινπζία ηπραίωλ κεηαβιεηώλ  ,nX n  νξηζκέλε ζε έλαλ ρώξν 
πηζαλνηήηωλ  , ,P F  ιέκε όηη ζπγθιίλεη καηά πιθανόηηηα ζε κία ηπραία κεηαβιεηή X  
όηαλ ην n   θαη ζπκβνιίδνπκε κε ,
P
nX X  αλ 0   έρνπκε όηη: 
     lim : 0n
n
P X X   

      
 
Η ζύγθιηζε θαηά πηζαλόηεηα θαιείηαη επίζεο θαη ζύγθιηζε θαηά κέηξν. 
Πνιύ ρξήζηκε είλαη θαη ε έλλνηα ηεο ζύγθιηζεο θαηά θαηαλνκή. Έρνπκε ηνλ αθόινπζν 
νξηζκό.  
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ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 1.14: Μία αθνινπζία ηπραίωλ κεηαβιεηώλ  ,nX n  νξηζκέλε ζε έλαλ ρώξν 
πηζαλνηήηωλ  , ,P F  ιέκε όηη ζπγθιίλεη καηά καηανομή ζε κία ηπραία κεηαβιεηή X  
όηαλ ην n   θαη ζπκβνιίδνπκε κε ,
d
nX X  αλ  
   nP X x P X x        , θαζώο n  , 
Γηα θάζε x  γηα ην νπνίν ηζρύεη   0P X x      . 
Πξέπεη λα ηνλίζνπκε όηη ε ζύγθιηζε θαηά θαηαλνκή δελ απαηηεί νη ηπραίεο 
κεηαβιεηέο ,nX n  θαη X  λα είλαη νξηζκέλεο ζηνλ ίδην ρώξν πηζαλνηήηωλ. Η ζύγθιηζε 
απηή είλαη ζπλέπεηα ηεο ζπκπεξηθνξάο ηωλ ζπλαξηήζεωλ θαηαλνκήο  nF x θαη  F x  θαη 
όρη ηωλ ίδηωλ ηωλ ηπραίωλ κεηαβιεηώλ  ,nX n  θαη X .  
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2 
ΘΔΣΙΚΑ ΟΡΙ΢ΜΔΝΔ΢ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΔΙ΢ 
 
2.1) Διζαγωγή και Οπιζμόρ 
 
΢ε απηή ηελ ελόηεηα ζα αζρνιεζνύκε κε κία εηδηθή θαηεγνξία ζπλαξηήζεσλ, ηηο ζεηηθά 
νξηζκέλεο ζπλαξηήζεηο, θαζώο όπσο ζα δνύκε ζηε ζπλέρεηα, ηόζν νη ραξαθηεξηζηηθέο 
ζπλαξηήζεηο όζν θαη νη ζπλαξηήζεηο απηνζπζρέηηζεο είλαη ζεηηθά νξηζκέλεο ζπλαξηήζεηο. Η 
αλάιπζε καο γηα ηε ζπγθεθξηκέλε θιάζε ζπλαξηήζεσλ θαη ηηο ηδηόηεηεο ηνπο βαζίζηεθε 
ζηνπο Berg C., Christensen J.P.R., Ressel P.,1984, Harmonic Analysis on Semigroups, 
Springer-Verlag, ζειίδεο 66-73, ζηνπο Sheney W., Light W., 2000, A Course in the 
Approximation Theory, ζειίδεο 77-86, ζηνλ Sasvari Zoltan, 2013, Multivariate Characteristic 
and Correlation Functions, ζειίδεο 25-32 θαη Vakhania N.N. ,Tarieladze V.I. and Chobanyan 
S.A., 1987,  Probability Distributions on Banach Spaces, ζειίδεο 184-190.  
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 2.1: Έζησ X  κε θελό ζύλνιν. Μία ζπλάξηεζε κίαο κεηαβιεηήο :f X   
ιέκε όηη είλαη θετικά ορισμένη αλ γηα θάζε n  θαη γηα όια ηα 
1 , . . . , ,nc c  1 , . . . , nx x X  έρνπκε όηη:      
 
, 1
( ) 0
n
i j i j
i j
c c f x x

    (1) 
                           
΢ημείωζη 2.2: i) ΢ύκθσλα κε ηνλ παξαπάλσ νξηζκό, ε f  είλαη κηα ζεηηθά νξηζκέλε 
ζπλάξηεζε αλ θαη κόλνλ αλ ν n n  πίλαθαο , 1( ( ))
n
i j i j i jA f x x    είλαη ζεηηθά 
εκηνξηζκέλνο γηα θάζε απζαίξεηε επηινγή n θαη 1 , . . . , nx x X . 
ii)  Η ζρέζε (1) κπνξεί λα γξαθεί θαη ζηε κνξθή: 
*
1 1
0
n n
i j i j
i j
c Ac c c A
 
  , όπνπ c είλαη 
έλα δηάλπζκα ζηήιε θαη *c είλαη ν ζπδπγήο αλάζηξνθνο ηνπ , δειαδή έλα δηάλπζκα γξακκή.  
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2.2) Βαζικά αποηελέζμαηα γπαμμικήρ άλγεβπαρ 
Πξνηνύ πξνρσξήζνπκε ζηελ παξάζεζε βαζηθώλ απνηειεζκάησλ γηα ηηο ζεηηθά νξηζκέλεο 
ζπλαξηήζεηο, ζα παξαζέζνπκε θάπνηα βαζηθά απνηειέζκαηα από ηελ γξακκηθή άιγεβξα ηα 
νπνία θαη ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ζηε ζπλέρεηα. Έρνπκε ην αθόινπζν ιήκκα: 
ΛΗΜΜΑ 2.3: Έζησ A λα είλαη έλαο n n  κηγαδηθόο πίλαθαο ηέηνηνο ώζηε λα ηζρύεη 
* 0c Ac   γηα όια ηα nc . Σόηε 0A  . 
Απόδεξη: Έζησ όηη γηα ηνλ πίλαθα A  ηζρύεη όηη * 0c Ac  . Γηα απζαίξεηε επηινγή c  θαη 
v έρνπκε όηη:  
    
* * * * *0 c v A c v c Ac c Av v Ac v Av         
θαη ζπλεπώο ιόγσ ηεο ζρέζεο * 0c Ac   πξνθύπηεη όηη: 
 * *0 c Av v Ac    (2) 
 
Αλ ζηελ ηειεπηαία ζρέζε αληηθαηαζηήζνπκε ην c  κε i c πξνθύπηεη 
όηη: * *0 i c Av i v Ac    ή ηζνδύλακα  
 * *0 c Av v Ac     (3) 
 
Πξνζζέηνληαο θαηά κέιε ηηο ζρέζεηο (2) θαη (3) πξνθύπηεη όηη * 0v Ac  . Αλ ζηελ ηειεπηαία 
ζρέζε ζέζνπκε v A c  έρνπκε όηη:    
*
0Ac Ac  .  ΢πλεπώο, 
2
0Ac   θαη επνκέλσο 
0Ac   . Αθνύ ην c είλαη απζαίξεηε επηινγή πξνθύπηεη όηη 0A  . 
 
Από ηε γξακκηθή άιγεβξα γλσξίδνπκε όηη έαλ A  είλαη έλαο κηγαδηθόο πίλαθαο , ζα 
ζπκβνιίδνπκε κε A  ηνλ ζπδπγή αλάζηξνθό ηνπ δειαδή ηνλ πίλαθα γηα ηνλ νπνίν ηζρύεη 
 * j ii jA A  . ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ηζρύεη όηη 
*A A  ν πίλαθαο A θαιείηαη  Ερμιτιανός θαη 
είλαη πάληνηε έλαο ηεηξαγσληθόο πίλαθαο.  
 
Έρνπκε ην αθόινπζν ζεκαληηθό ζεώξεκα: 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ 2.4: Θεσξνύκε έλαλ κηγαδηθό πίλαθα A . Οη αθόινπζεο δύν ηδηόηεηεο είλαη 
ηζνδύλακεο:  
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i) Ο πίλαθαο A  είλαη Εξκηηηαλόο  
ii) Η πνζόηεηα *c Ac  αλήθεη ζην ζύλνιν γηα θάζε nc . 
 
 Απόδεξη: Θεσξνύκε όηη ν πίλαθαο A  είλαη Εξκηηηαλόο. Σόηε έρνπκε όηη:  
    
*
* * * * *c Ac c Ac c A c c Ac     
΢πλεπώο, πξνθύπηεη όηη ε πνζόηεηα *c Ac  αλήθεη ζην ζύλνιν γηα θάζε nc  αθόπ 
πξνθύπηεη όηη είλαη ίζε κε ην ζπδπγή ηεο.  
 
Θα απνδείμνπκε ηώξα ην αληίζηξνθν. Θεσξνύκε όηη ν πίλαθαο A  κπνξεί λα γξαθεί ζηε 
κνξθή A B iC   όπνπ  *
1
2
B A A   θαη  *
1
2
C A A
i
  . Θα εμεηάζνπκε αξρηθά όηη 
νη πίλαθεο B  θαη C είλαη Εξκηηηαλνί. Έρνπκε όηη:  
    * * ** *
1 1
2 2
B A A A A B      θαη 
    * * ** *
1 1
2 2
C A A A A C
i i

       
 Από ην πξώην κέξνο ηεο απόδεημεο πξνθύπηεη όηη αθνύ νη πίλαθεο είλαη Εξκεηηαλνί ηζρύεη 
όηη νη ζρέζεηο * *,c Bc c Cc  είλαη πξαγκαηηθνί. Δεδνκέλνπ όηη ηζρύεη * * *c Ac c Bc ic Cc   
ζπκπεξαίλνπκε όηη * 0c Cc   . Από ην ιήκκα 2.3 ε ζρέζε απηή ζπλεπάγεηαη όηη 0C  . 
΢πλεπώο, A B  θαη από ηε ζρέζε  *
1
2
B A A   πξνθύπηεη όηη γηα λα ηζρύεη 
όηη A B πξέπεη ν πίλαθαο A  λα είλαη εξκηηηαλόο.  
 
΢ημείωζη 2.5: Από ην πξνεγνύκελν ζεώξεκα πξνθύπηεη απεπζείαο όηη έλαο κε αξλεηηθά 
νξηζκέλνο πίλαθαο είλαη Εξκηηηαλόο. 
 
ΛΗΜΜΑ 2.6: Εάλ έλαο πίλαθαο είλαη ζεηηθά νξηζκέλνο, ηόηε νη ηδηνηηκέο ηνπ θαη ε νξίδνπζα 
ηνπ είλαη ζεηηθέο. 
  
Απόδειξη: Έζησ A  έλαο ζεηηθά νξηζκέλνο πίλαθαο θαη έζησ ι κία από ηηο ηδηνηηκέο ηνπ.  
 
Σόηε ππάξρεη έλα κε κεδεληθό ηδηνδηάλπζκα nc  πνπ αληηζηνηρεί ζε απηή ηελ ηδηνηκή. 
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Έρνπκε όηη: 
2* *0 c Ac c c c     . ΢πλεπώο, 0   .  
Δεδνκέλνπ όηη όιεο νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα A  είλαη ζεηηθέο θαη ην γηλόκελν ηνπο είλαη ζεηηθό. 
Σν γηλόκελν ησλ ηδηνηηκώλ όκσο είλαη ίζν κε ηελ νξίδνπζα ηνπ πίλαθα A , θαζώο από ηε 
γξακκηθή άιγεβξα έρνπκε όηη ην ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν δίλεηαη από ηελ ζρέζε:  
         1 2( ) det 1 ...
n
np t A tI t t t           
Γηα 0t  ζην ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν πξνθύπηεη ην δεηνύκελν. 
Σέινο, ζα αλαθέξνπκε έλα πνιύ ζεκαληηθό απνηέιεζκα πνπ αθνξά ην Hadamard γηλόκελν 
δύν κε αξλεηηθά νξηζκέλσλ πηλάθσλ, γλσζηό θαη σο Λήκκα ηνπ Schur. Τπελζπκίδνπκε όηη 
ην Hadamard  γηλόκελν δύν n n  πηλάθσλ A θαη B είλαη ν πίλαθαο C ηνπ νπνίνπ ηα ζηνηρεία 
δίλνληαη από ηε ζρέζε 
i j i j i jC A B .  
ΛΗΜΜΑ SCHUR: Σν Hadamard γηλόκελν δύν κε αξλεηηθά νξηζκέλσλ πηλάθσλ είλαη κε 
αξλεηηθά νξηζκέλν.  
Απόδειξη: Γηα ηελ απόδεημε βιέπε Sheney W., Light W., 2000, A Course in the Approxi-
mation Theory, ζειίδα 81.  
2.3) Βαζικέρ ιδιόηηηερ και αποηελέζμαηα θεηικά οπιζμένων ζςναπηήζεων 
Αθνύ παξνπζηάζακε βαζηθά απνηειέζκαηα γξακκηθήο άιγεβξαο είκαζηε ζε ζέζε λα 
παξαζέζνπκε ην αθόινπζν ιήκκα:  
ΛΗΜΜΑ 2.7: Έζησ f  κηα ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζην ζύλνιν X . Σόηε 
ηζρύνπλ ηα αθόινπζα: 
i)  0 0f    
ii) ( ) ( ),f x f x x X      
iii) ( ) (0)f x f x X    
Απόδειξη: i) Αλ ζηνλ νξηζκό ηεο ζεηηθά νξηζκέλεο ζπλάξηεζεο ζέζνπκε 1n   πξνθύπηεη όηη 
ν 1 1  πίλαθαο  0f ν νπνίνο είλαη ζεηηθά εκηνξηζκέλνο, άξα  0 0f  .  
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ii)  Αλ ζηνλ νξηζκό ηεο ζεηηθά νξηζκέλεο ζπλάξηεζεο ζέζνπκε 
22, 0n x   θαη 
1x x πξνθύπηεη ν πίλαθαο  
 
   
   
   
   
1 1 1 2
2 1 2 2
0
0
f x x f x x f f x
A
f x ff x x f x x
    
    
     
  
 
Επεηδή ε ζπλάξηεζε f  είλαη ζεηηθά νξηζκέλε, ν πίλαθαο A  είλαη ζεηηθά εκηνξηζκέλνο. 
Επνκέλσο, από ηε ζεκείσζε 2.5 πξνθύπηεη όηη ν πίλαθαο A  είλαη Εξκηηηαλόο θαη ζπλεπώο 
ηζρύεη ( ) ( )f x f x x X    .  
 
iii) Από ην Λήκκα 2.6 έρνπκε όηη αλ έλαο πίλαθαο είλαη ζεηηθά νξηζκέλνο, ε νξίδνπζα ηνπ 
είλαη ζεηηθή. Επνκέλσο, αλ ππνινγίζνπκε ηελ νξίδνπζα ηνπ πίλαθα A  έρνπκε όηη  
    
22
det 0 0A f f x     
Καη δεδνκέλνπ όηη  0 0f   πξνθύπηεη ( ) (0)f x f x X    . 
ΛΗΜΜΑ 2.8: Έζησ f  κηα ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζην ζύλνιν X . Σόηε εάλ 
ε ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο ζην κεδέλ, ηόηε ε f  είλαη νκνηόκνξθα ζπλερήο ζην ζύλνιν 
X . Εηδηθόηεξα, ηζρύεη ε αληζόηεηα:  
          
2
2 0 Re 0f x f y f f f y x        
Απόδειξη: Αλ ζηνλ νξηζκό ηεο ζεηηθά νξηζκέλεο ζπλάξηεζεο ζέζνπκε 3n   έρνπκε:  
 
     
     
     
1 1 1 2 1 3
1
1 2 3 1 2 2 2 2 3 2
3
1 3 2 3 3 3
0
f x x f x x f x x
c
c c c f x x f x x f x x c
c
f x x f x x f x x
   
  
           
        
  (4)  
 
Έζησ ηώξα όηη x θαη y είλαη δύν ζηνηρεία ηνπ ζπλόινπ X . Αλ ζηε ζρέζε (4) ζέζνπκε 
1 2, 0x x x   θαη 3x x y   πξνθύπηεη όηη:  
 
     
     
     
1
1 2 3 2
3
0
0 0
0
f f x f y c
c c c f x f f y x c
cf y f y x f
   
   
       
       
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Κάλνληαο ηηο παξαπάλσ πξάμεηο έρνπκε:  
 
     
     
     
                 
          
1
1 2 3 1 2 3 1 2 3 2
3
1
1 2 3 2
3
2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3
0 0 0 0
0
0 0
0
0 2Re 0
c
c f c f x c f y c f x c f c f y x c f y c f y x c f c
c
f f x f y c
c c c f x f f y x c
cf y f y x f
c c c f c c f x c c f y c c f y x
        
   
   
        
       
 
 
    
  
       
  
Επηιέγνπκε έλα    ηέηνην ώζηε λα ηζρύεη όηη        ie f x f y f x f y      . ΢ηε 
ζπλέρεηα ζέηνπκε ζηελ ηειεπηαία ζρέζε 1 2,
ic t c e    θαη 3
ic e    , όπνπ t   θαη 
   cos sinie i    ,θαη έρνπκε όηη:   
           2 2 0 2Re 0i it f te f x te f y f y x         (5) 
 
Καζώο από ηε κηγαδηθή αλάιπζε έρνπκε όηη: 1
ie    θαη 0 1i ie e e     . 
Κάλνληαο ηηο πξάμεηο ζηε ζρέζε (5) θαη ρξεζηκνπνηώληαο θαη ηε ζρέζε 
       ie f x f y f x f y       πξνθύπηεη ην αθόινπζν ηξηώλπκν σο πξνο t : 
           2 0 2 2Re 0 0t f t f x f y f f y x        
Από ηελ άιγεβξα γλσξίδνπκε όηη γηα λα είλαη έλα ηξηώλπκν πάληα ζεηηθό πξέπεη ε νξίδνπζα 
ηνπ λα είλαη αξλεηηθή. Επνκέλσο,  
 
         
         
2
2
4 4 0 2Re 0 0
2 0 Re 0
f x f y f f f y x
f x f y f f f y x
       
      
  
 
 Δειαδή απηό πνπ ζέιακε λα δείμνπκε. 
 
΢ηε ζπλέρεηα ζα νξίζνπκε πόηε κηα ζπλάξηεζε δύν κεηαβιεηώλ είλαη ζεηηθά νξηζκέλε. 
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 2.9: Έζησ X  κε θελό ζύλνιν . Μία ζπλάξηεζε δύν κεηαβιεηώλ  
:f X X   ιέκε όηη είλαη ζεηηθά νξηζκέλε αλ γηα θάζε n
 
θαη γηα όια ηα 
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1 , . . . , ,nc c  1 , . . . , nx x X έρνπκε όηη: 
 
, 1
( , ) 0
n
i j i j
i j
c c f x x

  (6) 
2.4) Βαζικέρ ιδιόηηηερ μίαρ θεηικά οπιζμένηρ ζςνάπηηζηρ δύο μεηαβληηών 
 
1) Αλ :f X X   είλαη κηα ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε ηόηε ( , ) 0f x x 
 
θαη ( , ) ( , )f s t f t s , ,s t X , δειαδή ε f  είλαη κία Εξκηηηαλή ζπλάξηεζε. Εηδηθόηεξα, 
αλ ε f  παίξλεη ηηκέο ζην ζύλνιν ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ ηόηε ιέκε όηη ε f  είλαη θαη 
ζπκκεηξηθή.  
Απόδειξη: Αλ ζηε ζρέζε 
, 1
( , ) 0
n
i j i j
i j
c c f x x

 ζεσξήζνπκε όηη 
11, 1n c  , 1x x , ζπλεπάγεηαη όηη ( , ) 0f x x  . Αλ ηώξα ζέζνπκε 
1 2,x s x t  , ηόηε γηα όια ηα 1 2,cc   έρνπκε όηη γηα , 0a   : 
, 0
Im{( ) ( , ) ( ) ( , )} 0
Im{( )[Re ( , ) Im ( , )] ( )[Re ( , ) Im ( , )]} 0
Re ( , ) Im ( , ) Re ( , ) Im ( , ) 0
(Re ( , ) Re ( , )) (Im ( , ) Im ( , )) 0
Re ( , ) Re ( ,a b
a j f s t a j f t s
a j f s t j f s t a j f t s j f t s
f s t f s t f t s f t s
f s t f t s f s t f t s
f t s f s t
 
 
   
 

    
      
    
    


)
Im ( , ) Im ( , )f t s f s t


 
 
Επνκέλσο πξνθύπηεη όηη ( , ) ( , )f s t f t s   ,δειαδή ε ζπλάξηεζε :f X X   είλαη 
Εξκηηηαλή ζπλάξηεζε. 
 
2) Εάλ νη 
1 :f X X   θαη 2 :f X X   είλαη ζεηηθά νξηζκέλεο ζπλαξηήζεηο θαη  
1 2, 0a a  ηόηε ε 1 1 2 2a f a f είλαη επίζεο κία ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε. 
 
Απόδειξη: Δεδνκέλνπ όηη  ε ζπλάξηεζε 
1 :f X X  είλαη κηα ζεηηθά νξηζκέλε 
ζπλάξηεζε θαη ε ζπλάξηεζε  
1 1a f κε 1 0a   είλαη επίζεο κία ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε. 
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Σν ίδην αθξηβώο  ηζρύεη θαη γηα ηε ζπλάξηεζε 
2 2a f  κε 2 0a  . Επνκέλσο:  
 
1
, 1
( , ) 0
n
i j i j
i j
a c c f x x

  θαη 2
, 1
( , ) 0
n
i j i j
i j
a c c f x x

     
Αλ πάξνπκε ην άζξνηζκα ηνπο έρνπκε όηη:  
 
1 1 2 2
, 1 , 1
1 1 2 2
, 1
1 1 2 2
, 1
( , ) ( , ) 0
( , ) ( , ) 0
( , ) ( , ) 0
[ ]
n n
i j i j i j i j
i j i j
n
i j i j i j i j
i j
n
i j i j i j
i j
c c f x x c c f x x
c c f x x c c f x x
c c f x x f x x
 
 
 
 


  
   
  
 


 
Αθνύ ην ηειεπηαίν άζξνηζκα είλαη κεγαιύηεξν ή ίζν ηνπ κεδελόο πξνθύπηεη όηη γηα ηε  
πνζόηεηα  
1 1 2 2( , ) ( , )i j i jf x x f x x   ηζρύεη  1 1 2 2( , ) ( , ) 0i j i jf x x f x x   .  
  
3) Εάλ :f X X  είλαη κηα ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε ηόηε γηα όια ηα 
1 2,x x X ηζρύεη: 
2
2 1 2 2 1 1( , ) ( , ) ( , )f x x f x x f x x . Η ηδηόηεηα απηή είλαη 
νπζηαζηηθά ε αληζόηεηα Cauchy Schwarz γηα ηηο ζεηηθά νξηζκέλεο ζπλαξηήζεηο. 
Απόδειξη: Θεσξνύκε ην Εξκηηηαλό 2 2  πίλαθα 1 1 2 1
2 1 2 2
( , ) ( , )
( , ) ( , )
f x x f x x
A
f x x f x x
 
  
  
 . Η 
ζπλάξηεζε :f X X   είλαη ζεηηθά νξηζκέλε αλ ν πίλαθαο A  είλαη ζεηηθά 
εκηνξηζκέλνο. Από ην θξηηήξην ηνπ Sylvester έρνπκε όηη γηα λα ηζρύεη απηό πξέπεη όιεο νη  
δηαδνρηθά ειάζζνλεο νξίδνπζεο ηνπ λα είλαη ζεηηθέο.  Επνκέλσο, αλ πάξνπκε ηελ νξίδνπζα 
ηνπ πίλαθα A έρνπκε:  
 
2
1 1 2 2 2 1
2
2 1 2 2 1 1
det ( , ) ( , ) ( , ) 0
( , ) ( , ) ( , )
A f x x f x x f x x
f x x f x x f x x
   
 
  
δειαδή απηό πνπ ζέιακε λα δείμνπκε. 
 
 4) Εάλ :f X X 
 
είλαη κηα ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε ηόηε γηα όια ηα 
1 2 3, ,x x x X ηζρύεη ε αληζόηεηα: 
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             
2
1 2 1 3 1 1 2 2 3 3 2 3, , , , , 2Re ,f x x f x x f x x f x x f x x f x x   
 
 Επηπιένλ, αλ ν ρώξνο X  είλαη έλαο ηνπνινγηθόο ρώξνο θαη ην πξαγκαηηθό κέξνο ηεο 
ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερέο ζε θάζε ζεκείν ηεο δηαγσλίνπ, ηόηε ε ζπλάξηεζε f  είλαη 
ζπλερήο ζην ζύλνιν X X  . 
 
Απόδειξη:  ΢ε κνξθή πίλαθα ε ζπλάξηεζε :f X X 
 
κπνξεί λα γξαθεί ζηε κνξθή : 
1 1 1 2 1 3
3
, 1 2 1 2 2 2 3
3 1 3 2 3 3
( , ) ( , ) ( , )
( ( , )) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )
i j i j
f x x f x x f x x
f x x f x x f x x f x x
f x x f x x f x x

 
 
  
 
 
.  
Αθνύ ε f  είλαη κηα ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε, ν πίλαθαο 
3
, 1
( ( , ))i j i jA f x x  είλαη 
ζεηηθά εκηνξηζκέλνο γηα θάζε απζαίξεηε επηινγή n θαη 1 , . . . , nx x X . Από ην 
θξηηήξην ηνπ Sylvester έρνπκε όηη έλαο πίλαθαο είλαη ζεηηθά εκηνξηζκέλνο όηαλ όιεο νη 
δηαδνρηθά ειάζζνλεο νξίδνπζεο ηνπ είλαη ζεηηθέο. Επνκέλσο, αλ ππνινγίζνπκε ηελ νξίδνπζα 
ηνπ πίλαθα A κε  det 0A   θαη θάλνπκε ρξήζε ησλ ζρέζεσλ πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ 
εθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Sylvester πξνθύπηεη ε δεηνύκελε ζρέζε.  
Θα απνδείμνπκε ηώξα ηελ ηδηόηεηα ηεο ζπλέρεηαο. Έζησ  0 0,s t X X   
θαη    0 0, ,s t s t  . Έρνπκε όηη:  
            0 0 0 0 0 0, , , , , ,f s t f s t f s t f s t f s t f s t       (7) 
 
Λόγσ ηεο ηδηόηεηαο  
 
             
2
1 2 1 3 1 1 2 2 3 3 2 3, , , , , 2Re ,f x x f x x f x x f x x f x x f x x   
  
 
έρνπκε όηη  
          
2
0 0 0 0( , ) ( , ) , , , 2Re ,f s t f s t f s s f t t f t t f t t      
 
Καη ζπλεπώο  0lim ( , ) ( , ) 0f s t f s t   . Με ηνλ ίδην ηξόπν απνδεηθλύεηαη 
όηη 0 0 0lim ( , ) ( , ) 0f s t f s t   .  Επνκέλσο, από ηελ αληζόηεηα (7) πξνθύπηεη όηη 
   0 0, ,f s t f s t  .  
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΢ηε ζπλέρεηα παξαζέηνπκε ηελ αθόινπζε πνιύ ζεκαληηθή ηδηόηεηα. 
5) Έζησ I  κε θελό ζύλνιν. Θεσξόπκε ηελ νηθνγέλεηα  ( )i i If    
κηγαδηθώλ ζπλαξηήζεσλ 
γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη όηη 
2
( )i
i I
f t

   γηα θάζε t X . Μία ζπλάξηεζε  
:f X X 
 
είλαη κηα ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε αλ θαη κόλνλ αλ ε ζπλάξηεζε 
( , )f s t  κπνξεί λα γξαθεί ζηε κνξθή ( , ) ( ) ( )i i
i I
f s t f s f t

 
 
γηα ,s t X .   
Απόδειξη: Γηα ηελ απόδεημε βιέπε Vakhania N.N. ,Tarieladze V.I.  and Chobanyan S.A., 
1987,  Probability Distributions on Banach Spaces, ζειίδα 187. 
6) Έζησ :f X X   θαη :g X X   ζεηηθά νξηζκέλεο ζπλαξηήζεηο. Σόηε θαη ε 
ζπλάξηεζε gk f   είλαη επίζεο ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε. Εηδηθόηεξα, εάλ 
:f X X   είλαη ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε, ηόηε θαη νη ζπλαξηήζεηο ,nf n , 
είλαη επίζεο ζεηηθά νξηζκέλεο.  
Απόδειξη: Θεσξνύκε    , ,i j i j i jA f x x g x x  θαη ζέινπκε λα δείμνπκε όηη ην γηλόκελν 
απηό είλαη κε αξλεηηθά νξηζκέλν. Ο i jA είλαη νπζηαζηηθά ην γηλόκελν Hadamard δύν κε 
αξλεηηθά νξηζκέλσλ πηλάθσλ θαη εθαξκόδνληαο ην Λήκκα ηνπ Schur πξνθύπηεη απεπζείαο 
όηη θαη ν i jA  είλαη κε αξλεηηθά νξηζκέλνο. Επνκέλσο, ε ζπλάξηεζε gk f   είλαη κηα 
ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε.  
Έλαο δεύηεξνο ηξόπνο γηα λα απνδείμνπκε όηη ε ζπλάξηεζε gk f   είλαη κηα ζεηηθά  
νξηζκέλε ζπλάξηεζε είλαη ν αθόινπζνο: 
Δεδνκέλνπ όηη ε :f X X 
 
θαη ε :g X X 
 
είλαη ζεηηθά νξηζκέλεο  
ζπλαξηήζεηο, κπνξνύλ λα γξαθνύλ ζηε κνξθή 
   
1
1 1
( , ) ( ) ( )i i
i I
f s t f s f t

 
 
θαη 
   
2
2 2
( , ) ( ) ( )i i
i I
g s t f s f t

 
 
κε ,s t X . Αλ πάξνπκε ην γηλόκελν ηνπο ηόηε θαη απηό 
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κπνξεί λα γξαθεί ζε απηή ηε κνξθή όπνπ i I , κε  1 2I I I  θαη ε νηθνγέλεηα κηγαδηθώλ 
ζπλαξηήζεσλ ( )i i If   απνηειείηαη από ζπλαξηήζεηο ηεο κνξθήο   
   
1 2
1 2
1 2
, i ii i
f f f  
΢πλεπώο ε ζπλάξηεζε k  είλαη κηα ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε. 
7) Εάλ :f X X  είλαη κηα ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε ηόηε θαη ε fe είλαη κηα 
ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε. 
Απόδειξη: Η fe κπνξεί λα γξαθεί σο δπλακνζεηξά σο εμήο:  
 
2 3
0
1 ....
! 2! 3!
n
f
n
f f f
f
n
e


       
Έρνπκε όηη αθνύ ε :f X X  είλαη κηα ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε θαη νη  
 
2
3
. . .
f f f
f f f f
 
    
είλαη ζεηηθά νξηζκέλεο ζπλαξηήζεηο. Επνκέλσο ε fe είλαη κηα ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε σο 
γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ζεηηθά νξηζκέλσλ ζπλαξηήζεσλ. 
 
Σέινο παξαζέηνπκε ην αθόινπζν απνηέιεζκα ην νπνίν κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ 
θαηαζθεπή ζεηηθά νξηζκέλσλ ζπλαξηήζεσλ. 
 
ΛΗΜΜΑ 2.10: Έζησ όηη ε :g X X  είλαη κηα ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε θαη έζησ 
0,na n κε αξλεηηθνί αξηζκνί ηέηνηνη ώζηε ε ζεηξά 
0
( ) : ,nn
n
z a z z


   λα  
 
είλαη ζπγθιίλνπζα όηαλ (0)z g  . Σόηε ε ζπλάξηεζε     : ,f x g x x X   
είλαη κηα ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε. 
 
Απόδειξη: Από ην Λήκκα 2.7 γηα ηηο ζεηηθά νξηζκέλεο ζπλαξηήζεηο έρνπκε όηη γηα ηε 
ζπλάξηεζε g  ηζρύεη ( ) (0)g x g x X   . Επνκέλσο κπνξνύκε λα γξάςνπκε όηη  
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     
0
,
n
n
n
g x a g x z


     . 
 
Από ην Λήκκα ηνπ Schur έρνπκε όηη νη ζπλάξηήζεηο ng είλαη ζεηηθά νξηζκέλεο θαη ζπλεπώο 
ε ζπλάξηεζε     : ,f x g x x X   είλαη κηα ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε.  
2.5) Παπαδείγμαηα Θεηικά Οπιζμένων ΢ςναπηήζεων 
1) Έζησ X έλαο ρώξνο κε εζσηεξηθό γηλόκελν θαη έζησ y X . Σόηε ε ζπλάξηεζε 
( ) i yxx e  είλαη κηα ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε. Έζησ 1 2, ,..., nx x x X  θαη 
nc  . 
Σόηε :  
 
 
2
1 1 1 1 1
0k j k j j
n n n nn
i y x x i y x i y x i y x
k j k j j
k j k j j
c c e c e c e c e
  
    
        
 
2) Η ζπλάξηεζε cos x  είλαη κία ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε ζην ζύλνιν ησλ πξαγκαηηθώλ 
αξηζκώλ θαζώο κπνξεί λα γξαθεί ζηε κνξθή  
1
cos
2
i x i xx e e    , δειαδή απνηειεί 
άζξνηζκα ζεηηθά νξηζκέλσλ ζπλαξηήζεσλ.  
 
3) Αλ ε ζπλάξηεζε :f X X  είλαη κία ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε ηόηε ε f θαη ε 
Re f είλαη επίζεο ζεηηθά νξηζκέλεο ζπλαξηήζεηο. 
Πξάγκαηη γηα ηελ f  έρνπκε όηη:  
 
, 1 , 1
( , ) ( , ) 0
n n
i j i j i j j i
i j i j
c c f x x c c f x x
 
     
Επηπιένλ, γλσξίδνπκε όηη ην πξαγκαηηθό κέξνο ηεο ζπλάξηεζεο f κπνξεί λα γξαθεί σο 
1
Re ( )
2
k k k 
 
θαη επνκέλσο είλαη θαη απηό κία ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε σο 
άζξνηζκα ζεηηθά νξηζκέλσλ ζπλαξηήζεσλ. 
3) Η ζπλάξηεζε 
2
( )
x
x e  , νξηζκέλε πάλσ ζε έλαλ ρώξν HilbertH ( x H ) είλαη κηα  
 
ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε . Γηα 
1 , . . . , ,nc c  θαη 1 , . . . , nx x H έρνπκε όηη : 
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2 22
2Re ,
2Re ,
, 1 , 1
, 1
0
i j
i j
i j ji x x
i j i j
x x
i j
x x xxn n
i j i j
n
i j
c e c e e e
c e
c c
c
   
 


 

 
 
 

 
Όπνπ : 
2
i i
ix
c c e

   θαη δεδνκέλνπ όηη ε ζπλάξηεζε 
2Re ,i jx xe
 
είλαη κηα ζεηηθά νξηζκέλε 
ζπλάξηεζε.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3  
ΥΑΡΑΚΣΗΡΙ΢ΣΙΚΗ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η 
 
3.1) Ειζαγωγή, οπιζμόρ και βαζικέρ ιδιόηηηερ 
 
΢ηελ παξάγξαθν απηή ζα παξνπζηάζνπκε ηνλ νξηζκό θαζώο θαη βαζηθέο ηδηόηεηεο θαη 
ζεσξήκαηα γηα ηε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε. Ιδηαίηεξε έκθαζε ζα δνζεί ζην Θεώξεκα ηεο 
Αληηζηξνθήο ζηε κία αιιά θαη ζηηο n  δηαζηάζεηο θαζώο εθεί αλαδεηθλύεηαη θαη ε 
ζεκαληηθόηεηα ηεο ραξαθηεξηζηηθήο ζπλάξηεζεο. Η αλάιπζε καο βαζίζηεθε ζηνπο Bhat 
B.R., 1985, Modern Probability Theory ζειίδεο 132-145, Gnedenko Boris V., 1997, Theory 
of Probability, ζειίδεο 219-258, Lukacs E. and Laha R.G., 1964, Applications of 
Characteristic Functions ζειίδεο 19-25, ζηνλ Γ.Α. Αζαλαζνύιε , ΢εκείσζεηο γηα ην κάζεκα 
“΢ηνραζηηθή Μνληεινπνίεζε Μαθξνζθνπηθώλ Φαηλνκέλσλ θαη Δηαδηθαζηώλ’’, Σκήκα 
Ναππεγώλ Μεραλνιόγσλ Μεραληθώλ, Εζληθό Μεηζόβην Πνιπηερλείν θαη ζηνλ Παπαδάηνο 
Νηθόιανο, 2006, Θεσξία Πηζαλνηήησλ ζειίδεο 261-269. 
 
Θεσξνύκε ηνλ ρώξν πηζαλνηήησλ ( , ( ), )N N
X
B P  . Όπσο είδακε θαη ζην θεθάιαην 1, ην 
κέηξν πηζαλόηεηαο 
X
P
 
πεξηγξάθεηαη πιήξσο από ηε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο 
1 2 ...X 1 2
( ) ( , ,..., )
NX X NX
F x F x x x .Όκσο έλα κέηξν πηζαλόηεηαο 
X
P  νξίδεηαη επίζεο 
κέζσ ηεο ραξαθηεξηζηηθήο ζπλάξηεζεο πνπ είλαη νπζηαζηηθά ν κεηαζρεκαηηζκόο Fourier ηνπ 
κέηξνπ πηζαλόηεηαο 
X
P . 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 3.1: Έζησ  X   έλα ηπραίν δηάλπζκα θαη 
X
P ην κέηξν πηζαλόηεηαο πνπ επάγεη. 
Η σαπακηηπιζηική ζςνάπηηζη ηνπ ηπραίνπ δηαλύζκαηνο  X   νξίδεηαη σο: 
 
,( ) ( )
N
i x u
P u e dP x
     (1) 
  
Σν νινθιήξσκα απηό ππάξρεη θαη είλαη θαιά νξηζκέλν αθνύ ε 
,i x ue   είλαη κηα κεηξήζηκε 
θαη θξαγκέλε ζπλάξηεζε. 
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Η ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε κπνξεί λα γξαθεί ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο 
σο εμήο:  
 
,( ) ( )
N
i x u
F u e dF x
     (2) 
 
΢ημείωζη 3.2: Η ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο δελ ππάξρεη πάληα.  ΢ηελ πεξίπησζε 
πνπ ππάξρεη, ηόηε ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε γξάθεηαη  
 
,( ) ( )
N
i x u
f u e f x dx
     (3) 
 
ΛΗΜΜΑ 3.3: Γηα θάζε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ( )
X
u νπνηνπδήπνηε ηπραίνπ 
δηαλύζκαηνο  X   ηζρύνπλ νη εμήο ηδηόηεηεο: 
i) (0,0,...,0) 1
X
   
ii) ( ) 1
X
u 
 
γηα θάζε 
Nu . 
iii) ( ) ( )
X X
u u  
 
όπνπ ( )
X
u  είλαη ν κηγαδηθόο ζπδπγήο ηνπ ( )
X
u . 
iv) ( )
X
u
 
είλαη νκνηόκνξθα ζπλερήο. 
Θα ζπκβνιίδνπκε ην ζύλνιν όισλ ησλ ραξαθηεξηζηηθώλ ζπλαξηήζεσλ πνπ είλαη νξηζκέλεο 
ζηνλ 
N
 σο εμήο:
(ch )
( )
d
n bC   . 
Απόδειξη: i) Πξάγκαηη έρνπκε όηη (0,0,...,0) 1 ( ) 1
N
X dF x    . 
ii) Ιζρύεη όηη:
, ,( ) ( ) ( ) ( ) 1
N N N
i x u i x u
X
u e dF x e dF x dF x            
iii) Πξάγκαηη 
, ,( ) ( ) ( ) ( )
N N
i x u i x u
X X
u e dF x e dF x u            
 iv) Γλσξίδνπκε όηη κηα ζπλάξηεζε : kf A όπνπ NA είλαη νκνηόκνξθα ζπλερήο 
επί ηνπ ζπλόινπ Aαλ γηα θάζε 0  ππάξρεη ( ) 0n   ηέηνην ώζηε γηα θάζε δεύγνο 
,x y A πνπ ηθαλνπνηεί 
( )x y n     ηζρύεη: ( ) ( )f x f y   . 
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Πξάγκαηη, γηα ηελ ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ( )X u έρνπκε όηη : 
 
, ,
, ,
, ,
,
,
( ) ( ) ( ) ( )
( 1) ( )
( 1) ( )
( 1) ( )
E ( 1)
i x u h i x u
X X
i x h i x u
X
i x h i x u
X
i x h
X
i x h
u h u e dF x e dF x
e e dF x
e e dF x
e dF x
e
 
 
    
 

   


   


 

 
    
  
  
 
 
 



 
Όπνπ ην άλσ όξην είλαη αλεμάξηεην ηνπ u  . 
Πξνθαλώο, 
,
0
lim ( 1) 0i x h
h
e  

  θαη ,( 1) 2i x he     . Από ην ζεώξεκα 
Κπξηαξρεκέλεο ΢ύγθιηζεο έρνπκε όηη ,( ) E ( 1) E(0) 0i x hg h e      , θαζώο 
0h   . Άξα έρνπκε όηη ( ) ( ) ( ) 0u h u g h     θαζώο 0h  θαη απνδείμακε 
απηό πνπ ζέιακε. 
 
3.2) Σο Θεώπημα Bochner ζηον N  
 
ΘΕΩΡΗΜΑ Bochner: Ιθαλή θαη αλαγθαία ζπλζήθε γηα λα είλαη ε ζπλάξηεζε 
: ng  ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ελόο κέηξνπ πηζαλόηεηαο ζηνλ n είλαη ε 
ζπλάξηεζε g  λα είλαη κία ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε, ζπλερήο θαη γηα ηελ νπνία λα ηζρύεη 
(0) 1g  . 
 
Απόδειξη: Σν ζεώξεκα Bochner απνηειεί έλα πνιύ βαζύ απνηέιεζκα ηεο Θεσξίαο 
Πηζαλνηήησλ. Γα ηελ απόδεημε ηνπ βαζηζηήθακε ζηνπο Bhat B.R., 1985, Modern Probability 
Theory, ζειίδα 138, ζηνλ Gnedenko Boris V., 1997, Theory of Probability, ζειίδεο 243-247, 
ζηνλ LOÈVE, M., 1977, Probability Theory I, ζειίδεο 220-222 θαη ζηνλ Lukacs Eugene, 1970, 
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Characteristic Functions, ζειίδεο 71-73. Έρνπκε όηη: 
Αλ ε ζπλάξηεζε : ng   είλαη  ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ελόο κέηξνπ 
πηζαλόηεηαο ζηνλ n  ηόηε ην όηη είλαη ζεηηθά νξηζκέλε πξνθύπηεη πνιύ εύθνια θαζώο 
ππελζπκίδνπκε όηη κία ζπλάξηεζε : ng   είλαη ζεηηθά νξηζκέλε αλ γηα θάζε 
πεπεξαζκέλν ππνζύλνιν nT T  (κε # nT n  ) θαη θάζε ζπλάξηεζε 
 1 2: , ,...,n nh T t t t ή   ηζρύεη όηη:      
1 1
0
n n
u v
g u v h u h v
 
   . 
Επνκέλσο, αλ ε ζπλάξηεζε : ng   είλαη ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε έρνπκε όηη: 
 
             
         
     
1 1
2
exp
exp exp
exp 0
n n
u v u v
u v
u
g u v h u h v i u v x h u h v dF x
iu x h u i v x h v dF x
iu x h u dF x
 
 
      
 
  
    
  
 
 
 

  
Γηα ην αληίζηξνθν έρνπκε ην εμήο: 
Έζησ όηη ε ζπλάξηεζε : ng   είλαη κε αξλεηηθά νξηζκέλε θαη ζπλερήο. Θα δείμνπκε 
όηη ε ζπλάξηεζε απηή είλαη θαη ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε θαη απηό ζπκβαίλεη ζε έλα 
ζύλνιν 
rS  ην νπνίν είλαη ππθλό ζην  θαη απνηειείηαη από όινπο ηνπ ξεηνύο αξηζκνύο ηεο 
κνξθήο / 2 , 0, 1, 2,..., 1,2,...nk k n    . Γηα θάζε αθέξαην n , έζησ nS λα είλαη ην 
αληίζηνηρν ππνζύλνιν όισλ ησλ ξεηώλ ηεο κνξθήο / 2 nk έηζη ώζηε λα ηζρύεη 
n rS S . Αθνύ 
ε ζπλάξηεζε g είλαη ζεηηθά νξηζκέλε ζην ζύλνιν , είλαη ζεηηθά νξηζκέλε θαη ζε θάζε 
ζύλνιν 
nS . Από ην Λήκκα ηνπ Herglotz έρνπκε όηη κία ζπλάξηεζε g νξηζκέλε ζε έλα 
ζύλνιν  ... 2 , ,0, , 2 ,...SD c c c c      είλαη ζεηηθά νξηζκέλε αλ θαη κόλνλ αλ 
ζπκπίπηεη ζε απηό ην ζύλνιν κε κία ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε    
/
/
c
iu x
c
f u e d F x




   
(γηα ηελ απόδεημε βιέπε LOÈVE, M., 1977, Probability Theory  I, ζειίδα 220). Επνκέλσο, ζηελ 
πεξίπησζε καο ππάξρεη κία ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε
nf  ηέηνηα ώζηε λα ηζρύεη 
   / 2 / 2n nng k f k  γηα νπνηαδήπνηε επηινγή k  θαη n . Αθνύ n rS S  πξνθύπηεη όηη 
nf g  ζην ζύλνιν rS . Έζησ ηώξα όηη 0 , 1n    . Από ην Λήκκα ηνπ Herglotz έρνπκε 
όηη: 
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     
     
1 Re / 2 1 cos 2
1 cos 2 1 Re 1/ 2 .
n n
n n
n n
n
f x dF x
x dF x g




 




   
   


  
Έηζη, ιόγσ ηεο αληζόηεηαο 
2 2 2
2 2a b a b    θαη ηεο αληζόηεηαο ησλ πξνζαπμήζεσλ 
      
2
2 1 Reu u h h       γηα θάζε ζηαζεξό   / 2 nn nh k    έρνπκε όηη: 
 
      
    
22
1 2 1 / 2 4 1 Re / 2
2 1 / 2 4 1 Re 1/ 2
n n n
n n n n
n n
n
f h f k f
g k g
     
   
  
 
Αθνύ ε ζπλάξηεζε g  είλαη ζπλερήο ζην θέληξν πξνθύπηεη όηη ε αθνινπζία 
nf από 
ραξαθηεξηζηηθέο ζπλαξηήζεηο είλαη ηζνζπλερήο. Επνκέλσο, από ην ζεώξεκα Ascoli έρνπκε 
όηη πεξηέρεη κία ππαθνινπζία ε νπνία ζπγθιίλεη ζε κία ζπλερή ζπλάξηεζε f  ηέηνηα ώζηε 
g f  ζην ζύλνιν 
rS θαη ζπλεπώο θαη ζην . Αθνύ από ην ζεώξεκα ζπλέρεηαο ε f είλαη 
κία ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε, δείμακε απηό πνπ ζέιακε.  
Γηα ηελ αλαγθαηόηεηα ηνπ ζεηηθά νξηζκέλνπ θαη ζπλερνύο νύησο ώζηε λα είλαη 
ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε έρνπκε όηη: 
Γηα θάζε 0T   θαη γηα θάζε x έρνπκε όηη:  
      
0 0
1
0
T T
i u v x
Tp x g u v e du dv
T
 
      
Καη αθνύ ε ζπλάξηεζε g  ζην ζύλνιν είλαη ζεηηθά νξηζκέλε θαη ζπλερήο ην νινθιήξσκα 
κπνξεί λα γξαθηεί σο ην όξην από κε αξλεηηθά αζξνίζκαηα Riemann. Θέηνπκε u v t  , 
νινθιεξώλνπκε πξώηα σο πξνο v  θαη ζέηνπκε    1T
t
g t g t
T
 
  
 
 ή κεδέλ αλάινγα 
κε ην αλ t T  ή t T . Σόηε ε παξαπάλσ ζρέζε γξάθεηαη: 
     0i t xT Tp x e g t dt
   . 
 
Σώξα πνιιαπιαζηάδνπκε θαη ηα δύν κέιε κε 
1
1
2
iu x
x
e
X
 
 
 
 θαη νινθιεξώλνπκε σο πξνο 
x  ζην δηάζηεκα  ,X X   . Σόηε ε παξαπάλσ ζρέζε γξάθεηαη: 
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  
 
 
 
2
2
1
sin
1 1 21
12 2
4
X
iu x
T T
X
X t ux
p x e dx g t dt
X
X t u
 


 
  
  
    
Σν αξηζηεξό κέινο ηεο παξαπάλσ ζρέζεο είλαη κία ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε θαζώο ε 
νινθιεξώζηκε πνζόηεηα είλαη είλαη έλα γηλόκελν ηεο εθζεηηθήο ζπλάξηεζεο iu xe  κε κία κε 
αξλεηηθή ζπλάξηεζε θαη ην δεμηά κέινο ζπγθιίλεη ζην  Tg u  όηαλ X  . Επνκέλσο, ε 
ζπλάξηεζε 
Tg είλαη ην όξην κίαο αθνινπζίαο από ραξαθηεξηζηηθέο ζπλαξηήζεηο. Αθνύ είλαη 
ζπλερήο ζην θέληξν κπνξνύκε λα εθαξκόζνπκε ην ζεώξεκα ζπλέρεηαο θαη έηζη ε
Tg είλαη κία 
ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε. Αθνύ 
Tg g  όηαλ T   εθαξκόδνληαο ην ζεώξεκα 
ζπλέρεηαο πξνθύπηεη ην δεηνύκελν.  
 
3.3) Σο Θεώπημα Ανηιζηποθήρ ηηρ Υαπακηηπιζηικήρ ΢ςνάπηηζηρ  
 
Είλαη ζεκαληηθό λα ηνλίζνπκε όηη ζηε πεξίπησζε πνπ ππάξρεη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο 
πηζαλόηεηαο ( )Xf x , απηή νξίδεηαη κνλνζήκαληα κε ηε ρξήζε ηεο ραξαθηεξηζηηθήο 
ζπλάξηεζεο ζύκθσλα κε ην αθόινπζν ζεώξεκα: 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 3.4: Εάλ ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ( )f u  ελόο ηπραίνπ δηαλύζκαηνο 
 X    είλαη απόιπηα νινθιεξώζηκε ζηνλ N , ηόηε ε αληίζηνηρε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο 
είλαη απόιπηα ζπλερήο θαη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο δίλεηαη από ηνλ ηύπν: 
 
,1
( ) ( )
(2 )
N
i x u
fN
f x e u du


    (4)  
 
Μία από ηηο πην ζεκαληηθέο ηδηόηεηεο ηεο ραξαθηεξηζηηθήο ζπλάξηεζεο είλαη όηη αλ ηε 
γλσξίδνπκε κπνξνύκε λα πάξνπκε ηελ αξρηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ( )
X
F x ηνπ ηπραίνπ 
δηαλύζκαηνο  X  . ΢ε απηή ηε θαηεύζπλζε καο δηεπθνιύλεη ην αθόινπζν ζεώξεκα. Θα ην 
παξνπζηάζνπκε αξρηθά γηα 1n  θαη ζηε ζπλέρεηα ζα επεθηαζνύκε ζηηο πην πνιιέο 
δηαζηάζεηο. 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 3.5 (Σύπορ Ανηιζηποθήρ ηηρ Υαπακηηπιζηικήρ ΢ςνάπηηζηρ): Έζησ X  
ηπραία κεηαβιεηή κε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ( )XF x θαη ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε 
( )X u .  Αλ ηα ,a b είλαη ζεκεία ζπλέρεηαο ηεο ( )XF x κεa b ηζρύεη όηη: 
 
1
( ) ( ) lim ( )
2
U
iu iu
X
b
U
U
a
X
e e
F F u du
u
b a
i


  (5) 
 
Απόδειξη: Γηα 0U  έρνπκε: 
 
1 1
( ) ( )
2 2
U U
iu a iub iu a iub
iu x
U
U U
e e e e
I u du e dF x du
iu iu

  .  (6) 
Αξρηθά ζα εμεηάζνπκε αλ ην 
U είλαη πεπεξαζκέλν έηζη ώζηε λα εθαξκόζνπκε ζηε ζπλέρεηα 
ην ζεώξεκα Fubini γηα ηελ ελαιιαγή ησλ νινθιεξσκάησλ.  
Γλσξίδνπκε όηη γηα θάζε ,x t , 1i t x i t xe e  , νπόηε έρνπκε: 
b b
iu a iub iu a iub
iu x iu x
a a
e e e e
e e du dx b a
iu iu
   
       , 
Καη ηειηθά: 
 
1
( ) (b a)
2
U
iu a iub
iu x
U
e e c
e dF x du
iu 

 
 

      
 
Επνκέλσο ζύκθσλα κε ην ζεώξεκα Fubini κπνξνύκε λα θάλνπκε ελαιιαγή νινθιήξσζεο 
ζηε ζρέζε (6) θαη έρνπκε: 
 
1 1
( ) ( ) ( )
2 2
U
iu a iub
iu x
U
U
e e
I e du dF x J U dF x
iu 
 
 
   

  

 
    , όπνπ: 
( )
U
iu a iub
iu x
U
e e
J U e d u
iu
 


   . 
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Έρνπκε: 
 
 
( ) ( )
1 1
cos[ ( )] cos[ ( )] [sin ( ) sin ( )]
iu x a iu x biua iub
iu xe e e ee
iu iu
u x a u x b u x a u x b
iu u
     
 
       
 
Επεηδή ε 
1
[cos ( ) cos ( )]u x a u x b
u
    είλαη πεξηηηή ζπλάξηεζε θαη ε 
1
[sin ( ) sin ( )]u x a u x b
u
    είλαη άξηηα ζπλάξηεζε πξνθύπηεη όηη : 
0
1
(U) 2 [sin ( ) sin ( )]
U
J u x a u x b du
u
     
θαη θάλνληαο αληηθαηάζηαζε ( ) vu x a   θαη ( ) vu x b   έρνπκε: 
0 0
sin sin
(U) 2 ( ) ( )
U x a U x b
v v
J Sgn x a dv Sgn x b dv
v v
  
   

 
   , 
όπνπ,  
1, 0
0, 0
1, 0
x
Sgnx x
x
  

  
  
 , ε ζπλάξηεζε πξνζήκνπ. 
Αθνύ a b έρνπκε:    x a x b   . Θα δηαθξίλνπκε πεξηπηώζεηο γηα ην πξόζεκν ησλ 
δηαθνξώλ x a  θαη x b . Έρνπκε: 
I) 0, 0.x a x b    Σόηε  
( )
(x b)
1 sin
( )
2
U x a
U
v
J U dv
v


   . Όκσο  
0 0
sin sin
lim .
2
A
A
v v
dv dv
v v



    Τπάξρεη 0A  ηέηνην ώζηε γηα 1 2 0,t t A  θαη 
2
1
sin
t
t
v
dv
v
  ,θαη γηα 0t A  , ρσξίδνληαο ηνλ ρώξν νινθιήξσζεο ζε πνιιαπιάζηα ηνπ 
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π πξνθύπηεη ην εμήο: 
0 0
sin sin
t
v v
dv H dv
v v

     . Γηα 0t A  όπσο θαη ζηελ 
πεξίπησζε 
0t A  έρνπκε όηη: 
0
sin
t
v
dv H
v
    . Έηζη γηα θάζε 1 2, 0t t   ην 
νινθιήξσκα 
2
1
sin
t
t
v
dv
v  είλαη νκνηόκνξθα θξαγκέλν θαη ηείλεη ζην κεδέλ γηα 1 2,t t   
. Επνκέλσο πξνθύπηεη όηη γηα x b  , 
1
lim ( ) 0
2U
J U
 
  . 
ΙΙ) 0 , 0.x a x b     Σόηε θαζώο U  ,  
 
(x a) ( )
0 0
(x a)
( ) 0
1 sin sin
( )
2
sin sin
2
U U x b
U
U x b
v v
J U dv dv
v v
v v
dv dv
v v

  
 

  
 
 
 
 
 
ΙΙΙ) Γηα x a ηόηε όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε Ι) όηαλ ην U  έρνπκε 
1
( ) 0
2
J U  . 
IV)  Γηα x a ή x b ηόηε όηαλ ην U  έρνπκε:   
0
1 sin
( )
2 2
v
J U dv
v


  . 
Σόηε, ζπγθεληξσηηθά θαζώο ην U  έρνπκε: 
 
( , ) { } {b}
0, ( ) ( )
1 1 1( ) ( ) , ( ) ( )
22 2
1,
1
( ) [ ( ) ( )] ( )
2
a b a
x a x b
J U J x x a x b
a x b
I x I x I x g x
 
   
 
      
  
 
   
 
 
Μέλεη λα δείμνπκε όηη ε ζπλάξηεζε  J U είλαη θξαγκέλε γηα λα κπνξέζνπκε λα 
ρξεζηκνπνηήζνπκε ην ζεώξεκα θπξηαξρεκέλεο ζύγθιηζεο θαη λα θαηαιήμνπκε ζην 
δεηνύκελν. 
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Επεηδή ε ζπλάξηεζε 
0
sin
, [0, )
x
u
x du x
u
   , είλαη ζπλερήο, κε ηηκέο 0 θαη π/2 
αληίζηνηρα γηα 0x   θαη x  αληίζηνηρα έπεηαη όηη 
0
0
sinu
sup
x
x
du m
u
   . 
Άξα,  
1 2
sup ( )
2x
m
J U

    θαη επνκέλσο  
 
2 2
( )X
m m
dF x
 


    . 
Άξα αθνύ 
1
lim ( ) ( )
2U
J U g x
 

 
θαη 
1 2
sup ( )
2x
m
J U


 
κε
2
(x)X
m
dF



  από ην Θεώξεκα Κπξηαξρεκέλεο ΢ύγθιηζεο έπεηαη όηη : 
1
lim lim ( )dF ( ) g(x )dF ( )
2
[ ( )] ( ) ( )
U X X
U U
X X
I J U x x
E g X F b F a

 
   
 
  
  
   . 
 
ΛΗΜΜΑ 3.6: ΢ύκθσλα κε ην πξνεγνύκελν ζεώξεκα γηα ην νινθιήξσκα 
1 1
(U)
2 2
U
iu a iub
iu x
U
e e
J e d u
iu
 


   θαζώο ην U   έρνπκε όηη: 
( , ) { } {b}
0, ( ) ( )
1 1 1( ) ( ) , ( ) ( )
22 2
1,
1
( ) [ ( ) ( )] ( )
2
a b a
x a x b
J U J x x a x b
a x b
I x I x I x g x
 
   
 
      
  
 
   
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΢ηηο n δηαζηάζεηο ην ζεώξεκα ηεο αληηζηξνθήο γίλεηαη: 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 3.7 ΑΝΣΙ΢ΣΡΟΦΗ΢ ΢ΣΟΝ 
N
: Έζησ X  έλα ηπραίν δηάλπζκα κε 
ζπλάξηεζε θαηαλνκήο  P θαη ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ( )P u  . Θεσξνύκε ην n δηάζηαην 
δηάζηεκα   
 
1 1 1 2 2 2( , ] ( , ] ( , ] . . . ( , ]N N Na a h a a h a a h a a h        . 
Σόηε: 
 
,
1
1 1
( , ] lim ... ( )
(2 )
[ ]
n n
T T T N iu h
i a u
P
T
nnT T T
e
a a h e u du
ih
P 



 
  
 
 
 
 
   X . 
 
Απόδειξη: Θα μεθηλήζνπκε ηελ απόδεημε καο κε ηελ πεξίπησζε ηνπ 
2
. ΢ηελ πεξίπησζε 
απηή ην δηάζηεκά καο είλαη ην 
1 1 1 2 2 2( , ] ( , ] ( , ]a a h a a h a a h     θαη ν ηύπνο 
γξάθεηαη ζηε κνξθή 
 
 
1 1 2 2
1 1 2 2
1 1 2 2
1 1 2 2
( )
2
1 2
( )
1 2 1 22
1 2
1 1 1
( , ] lim ( )
(2 )
1 1 1
lim ( , ) 7
(2 )
[ ]
T T iu h iu h
i a u a u
P
T
T T
T T iu h iu h
i a u a u
P
T
T T
e e
a a h e u du
ih ih
e e
e u u du du
ih ih
P 



 
 

 
 
 

 
   
      
  
   
     
  
 
 
X
 
Γηα 0T  έρνπκε: 
 
1 1 2 2
1 1 2 2
1 1 2 2
1 1 2 2
( )
1 2 1 22
1 2
( )
1 22
1 2
1 1 1
( , )
(2 )
1 1 1
( ) (8
(2 )
N
T T
iu h i u h
i a u a u
T P
T T
T T
iu h i u h
i a u a u i
T T
e e
I e u u du du
i h i h
e e
e e dF du du
i h i h



x,u x
1 1 2 2
1 1 2 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
( ) ( )
1 22
1 2
( ) ( ) ( ) ( )
(
2
1 2
)
1 1 1
( )
(2 )
1
(2 )
N
T T
iu h i u h
i a u i a u i
T T
T T
i a u i u a h i a u i u a h
i
T T
e e
e e e dF du du
i h i h
e e e e
e
i h i h


x,u
x
1 1 2 2 )
1 2( )
N
x u x u
dF du dux
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Αξρηθά ζα εμεηάζνπκε αλ ην 
T  είλαη πεπεξαζκέλν έηζη ώζηε λα εθαξκόζνπκε ζηε ζπλέρεηα 
ην ζεώξεκα Fubini γηα ηελ ελαιιαγή ησλ νινθιεξσκάησλ.  
Γλσξίδνπκε όηη γηα θάζε 
1 2 1 2, , ,x x u u  , 
1 1 1 1 2 2 2 2 1
i x u i x u i x u i x u
e e e e
 
    , 
νπόηε έρνπκε: 
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
1 1 2 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
1 1 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2
1 2 1 2
( ) ( ) ( ) ( )
( )
1 2
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
1 2
1 2
i a u iu a h i a u iu a h
i x u x u
i a u iu a h i a u iu a h
i x u i x u
a h a h a h a h
iu x iu x
a a a a
e e e e
e
ih i h
e e e e
e e
ih i h
e du e du dx dx h h
     

     
   
 
 

 
 
      
 
Καη ηειηθά: 
 
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ( )
( )
2
1 2
1 22
1
( )
(2 )
( )
T T i a u iu a h i a u iu a h
i x u x u
T T
e e e e
e dF x du
ih ih
c
h h


      

  
 
  
  
 
 
Επνκέλσο ζύκθσλα κε ην ζεώξεκα Fubini κπνξνύκε λα θάλνπκε ελαιιαγή νινθιήξσζεο 
ζηε ζρέζε (8) θαη έρνπκε: 
 
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ( )
( )
1 22
1 2
2
1
( )
(2 )
1
( ) ( )
(2 )
T
T T i a u iu a h i a u iu a h
i x u x u
T T
I
e e e e
e du du dF x
ih ih
J T dF x


      

  

 

   
     
  

  

 , όπνπ: 
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1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
1 1 2 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ( )
( )
1 2
1 2
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
1 2
1 2
( )
T T i a u iu a h i a u iu a h
i x u x u
T T
T T i a u iu a h i a u iu a h
i x u i x u
T T
J T
e e e e
e du du
ih i h
e e e e
e e du du
ih i h
e
     

 
     
 

    
       
   
    
       
   

 
 
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
1 2
1 2
T Ti a u iu a h i a u iu a h
i x u i x u
T T
e e e
e du e du
ih i h
     
 
    
      
   
 
 
Σόηε, ζύκθσλα κε ην ιήκκα 3.6 θαζώο ην T  έρνπκε: 
 
 
2 2
{ }( , ) {b}
0, ( ) ( )
1 1 1( ) ( ) , ( ) ( )
4(2 ) (2 )
1,
1
( ) [ ( ) ( )] ( )
4
aa b
x a x a h
J T J x x a x a h
a x a h
I x I x I x g x
 
    
  
       
 
    
   
 
 
Μέλεη λα δείμνπκε όηη ε ζπλάξηεζε ( )J T
 
είλαη θξαγκέλε γηα λα κπνξέζνπκε λα 
ρξεζηκνπνηήζνπκε ην ζεώξεκα θπξηαξρεκέλεο ζύγθιηζεο θαη λα θαηαιήμνπκε ζην 
δεηνύκελν. 
 
Επεηδή ε ζπλάξηεζε 
0
sin
, [0, )
x
u
x du x
u
   , είλαη ζπλερήο, κε ηηκέο 0 θαη π/2 
αληίζηνηρα γηα x=0 θαη x  αληίζηνηρα έπεηαη όηη 
1
1
0 1
0
sin
sup
x
x
u
du m
u
   θαη 
2
2
0 2
0
sin
sup
x
x
u
du m
u
    
Άξα,  
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2
22
1 4
sup ( )
(2 )x
m
J T

    θαη επνκέλσο  
 
2 2
2 2
4 4
( )X
m m
dF x
 


    . 
Άξα αθνύ 
2
1
lim ( ) ( )
(2 )T
J T g x
 

 
θαη 
2
22
1 4
sup ( )
(2 )x
m
J T

  
 
κε 
2
2
4
(x)X
m
dF



  από ην Θεώξεκα Κπξηαξρεκέλεο ΢ύγθιηζεο έπεηαη όηη : 
 
2
1
lim lim ( )dF ( ) g( )dF ( )
(2 )
[ ( )] ( , ][ ]
T X XT T
I J T x x x
E g X a a hP

 
   
 
  
  
 
X
 . 
Επαγσγηθά αλ ζεσξήζνπκε ην n δηάζηαην δηάζηεκα   
 
1 1 1 2 2 2( , ] ( , ] ( , ] . . . ( , ]N N Na a h a a h a a h a a h        . 
Σόηε πξνθύπηεη όηη: 
 
,
1
1 1
( , ] lim ... ( )
(2 )
[ ]
n n
T T T N iu h
i a u
P
T
nnT T T
e
a a h e u du
ih
P 



 
  
 
 
 
 
   X
 
 
3.3.1) Βαζικέρ ζςνέπειερ ηος θεωπήμαηορ ανηιζηποθήρ 
 
Σν ζεώξεκα ηεο αληηζηξνθήο είλαη έλα πάξα πνιύ βαζηθό ζεώξεκα θαζώο καο εμαζθαιίδεη 
όηη ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε είλαη κνλαδηθή όπσο βιέπνπκε ζην παξαθάησ πόξηζκα: 
 
ΠΟΡΙ΢ΜΑ 3.8: Αλ νη  X  θαη  Y  είλαη ηπραίεο κεηαβιεηέο κε ζπλαξηήζεηο θαηαλνκήο 
 
X
F x θαη  
Y
F x θαη ραξαθηεξηζηηθέο ζπλαξηήζεηο ( )u

θαη ( )
Y
u  αληίζηνηρα, 
ηόηε: ( ) ( )
X Y
F x F x γηα θάζε nx αλ θαη κόλνλ αλ ( ) ( )
Y
u u 

 γηα θάζε 
nx . 
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Απόδειξη: Αξθεί λα δείμνπκε όηη ην κέηξν P
X
 νξηζκέλν πάλσ ζε ζύλνια ηεο κνξθήο  
1 1 1 2 2 2( , ] ( , ] ( , ] . . . ( , ]N N NJ a a h a a h a a h a a h          
νξίδεηαη κν-
λνζήκαληα από ηελ ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ( )P u  . ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ην ζύλνξν 
J  ηνπ J  έρεη κεδεληθό κέηξν ηόηε ην απνηέιεζκα έπεηαη ακέζσο από ην ζεώξεκα ηεο 
αληηζηξνθήο. Δηαθνξεηηθά, ζεσξνύκε ηελ αθνινπζία ησλ ζπλόισλ  
 
1 1 1 2 2 2
( , ]
( , ] ( , ] . . . ( , ]N N N
J a a h
a a h a a h a a h
  
     
    
            
  
κε 0   .Εάλ 
1 2   ηόηε 1 2 0J J     . Αθνύ ην κέηξν PX  είλαη έλα πεπεξαζκέλν 
κέηξν ην ζύλνιν   0 : 0P J    X  είλαη αξηζκήζηκν. ΢πλεπώο, ππάξρεη κία αθνινπζία 
 
1n n



 ηέηνηα ώζηε   0
n
P J  X  θαη 
1
n
n
J J


  . Καη έηζη πξνέθπςε ην δεηνύκελν. 
 
Σν ζεώξεκα ηεο αληηζηξνθήο καο επηηξέπεη λα εθθξάζνπκε ηελ αλεμαξηεζία ησλ ηπραίσλ 
κεηαβιεηώλ αλαθνξηθά κε ηηο ραξαθηεξηζηηθέο ζπλαξηήζεηο. ΢ηελ θαηεύζπλζε απηή ππάξρεη 
ην αθόινπζν ζεώξεκα: 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 3.9: Έζησ         1 2, ,..., nX X X   X έλα ηπραίν δηάλπζκα κε 
ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε 
1 2( , ,..., )nu u u θαη ζεσξνύκε ( )j ju  ηε ραξαθηεξηζηηθή 
ζπλάξηεζε ηεο ζπληζηώζαο  jX   . Οη ζπληζηώζεο      1 2, ,..., nX X X   είλαη 
αλεμάξηεηεο αλ θαη κόλνλ αλ ε ζρέζε 
1 2 1 1 2 2( , ,..., ) ( ) ( )... ( )n n nu u u u u u    ηζρύεη γηα θάζε 1 2, ,..., nu u u   . 
 
Απόδειξη: Γλσξίδνπκε όηη αλ νη      1 2, ,..., nX X X    είλαη αλεμάξηεηεο ηπραίεο 
κεηαβιεηέο θαη ε θάζε κία από απηέο έρεη πεπεξαζκέλε κέζε ηηκή, ηόηε θαη ην γηλόκελν ηνπο 
έρεη πεπεξαζκέλε κέζε ηηκή θαη ηζρύεη 
               1 2 1 2, ,..., ...n nE X X X E X E X E X      . Επνκέλσο, ε 
ζπλζήθε 
1 2 1 1 2 2( , ,..., ) ( ) ( )... ( )n n nu u u u u u    είλαη αλαγθαία γηα λα είλαη νη 
ζπληζηώζεο      1 2, ,..., nX X X   αλεμάξηεηεο θαζώο γλσξίδνπκε όηη ε 
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ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε είλαη κία κέζε ηηκή. Σν γεγνλόο όηη είλαη θαη ηθαλή ζπλζήθε 
πξνθύπηεη αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηε ζρέζε 
1 2 1 1 2 2( , ,..., ) ( ) ( )... ( )n n nu u u u u u    ζηνλ ηύπν αληηζηξνθήο. Ελδεηθηηθά γηα 
2n   ,ν ρώξνο ζηνλ νπνίν βξηζθόκαζηε είλαη ν 
2
, ην δηάζηεκά καο είλαη ην 
1 1 1 2 2 2( , ] ( , ] ( , ]a a h a a h a a h     θαη ν ηύπνο από ην Θεώξεκα ηεο 
αληηζηξνθήο γξάθεηαη ζηε κνξθή  
 
 
1 1 2 2
1 1 2 2
1 1 2 2
1 1 2 2
( )
2
1 2
( )
1 2 1 22
1 2
( , ]
1 1 1
lim ( )
(2 )
1 1 1
lim ( , ) 9
(2 )
[ ]
T T iu h iu h
i a u a u
P
T
T T
T T iu h iu h
i a u a u
P
T
T T
a a h
e e
e u du
ih ih
e e
e u u du du
ih ih
P




 
 

 
 
 

 
 
   
     
  
   
     
  
 
 
X
 
Γλσξίδνπκε όηη όηαλ κηα ζπλάξηεζε είλαη ρσξηδνκέλσλ κεηαβιεηώλ κπνξεί λα γξαθεί ζηε 
κνξθή 
1 2 1 1 2 2( , ,..., ) ( ) ( )... ( )n n nf x x x f x f x f x ε νπνία γηα 2n   γξάθεηαη ζηε 
κνξθή 
1 2 1 1 2 2( , ) ( ) ( )f x x f x f x . Επίζεο, αλ ε ζπλάξηεζε 1 2( , )f x x  
είλαη 
νινθιεξώζηκε ηόηε έρνπκε: 1 2 1 2 1 1 1 2 2 2( , ) ( ) ( )f x x dx dx f x dx f x dx     
Επνκέλσο, ε ζρέζε  9  κπνξεί λα γξαθεί ζηε κνξθή 
 
1 1 2 2
1 1 2 2
1 1 2 2
1 1 2 2
( )
1 2 1 22
1 2
( ) ( )
1 2 12
1 2
( , ]
1 1 1
lim ( , )
(2 )
1 1 1
lim ( ) ( )
(2 )
[ ]
T T iu h iu h
i a u a u
P
T
T T
T T iu h iu h
i a u i a u
P P
T
T T
a a h
e e
e u u du du
ih i h
e e
e e u u du
ih i h
P


 

 
 

 
 
 

 
 
   
     
  
   
     
  
 
 
X
1 1 2 2
1 1 2 2
1 1 2 2
1 1 2 2
2
( ) ( )
1 2 1 22
1 2
( ) ( )
1 1 2 22
1 2
1 1 1
lim ( ) ( )
(2 )
1 1 1
lim ( ) ( )
(2 )
T T iu h iu h
i a u i a u
P P
T
T T
T Tiu h iu h
i a u i a u
P P
T
T T
du
e e
e e u u du du
ih i h
e e
e u du e u du
ih i h
 

 

 
 

 
 
 

 

    
       
   
    
       
   
 
 
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2 2
2 2
( )
1 1
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( )
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2
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T iu h
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





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




  
       
  
      


 
 
θαη δεδνκέλνπ όηη από ην ζεώξεκα αληηζηξνθήο ζηε κία δηάζηαζε ηζρύεη όηη: 
  
1 1
1 1
1
( )
1 1 1 1 1
1
1 1
, lim ( )
(2 )
T iu h
i a u
X P
T
T
e
a a h e u du
ih
P 





 
       
 
  
Πξνθύπηεη όηη γηα 2n   έρνπκε : 
1 21 1 1 2 2 2
( , ] ( , ] ( , ][ ] X Xa a h a a h a a hP P P         X . 
 
Πνπ ζεκαίλεη όηη νη δύν ηπραίεο κεηαβιεηέο  1X  θαη  2X  είλαη αλεμάξηεηεο. 
Επαγσγηθά ζπκπεξαίλνπκε όηη αλ ηζρύεη ε ζρέζε 
1 2 1 1 2 2( , ,..., ) ( ) ( )... ( )n n nu u u u u u     
πξνθύπηεη όηη νη ηπραίεο κεηαβιεηέο 
     1 2, ,..., nX X X    είλαη αλεμάξηεηεο. 
 
Με ηνλ ίδην ηξόπν απνδεηθλύεηαη θαη ην αθόινπζν ζεώξεκα: 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 3.10: 
Έζησ         1 2, ,..., nX X X   X θαη         1 2Y ,Y ,...,Ym   Y λ
α είλαη δύν ηπραία δηαλύζκαηα κε ραξαθηεξηζηηθέο ζπλαξηήζεηο 
1 2( , ,..., )nt t tX  θαη 
1 2( , ,..., )mu u uY αληίζηνηρα. ΢ρεκαηίδνπκε ην δηάλπζκα 
              1 2 1 2, ,..., ,Y ,Y ,...,Yn mX X X      Z  κε ραξαθηεξηζηηθή 
ζπλάξηεζε 
1 2 1 2( , ,..., , , ,..., )n mt t t u u uZ . Σα δηαλύζκαηα  X θαη  Y είλαη 
αλεμάξηεηα αλ θαη κόλνλ αλ ε ζρέζε: 
1 2 1 2 1 2 1 2( , ,..., , , ,..., ) ( , ,..., ) ( , ,..., )n m n mt t t u u u t t t u u u  Z X Y  
ηζρύεη γηα θάζε 
1 2 1 2, ,..., , , ,...,n mt t t u u u  . 
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΢ηε ζπλέρεηα ζα δνύκε όηη ζηνπο γξακκηθνύο ή ζηνπο ζρεδόλ γξακκηθνύο κεηαζρεκαηηζκνύο 
νη ρεηξηζκνί δηεπθνιύλνληαη ζεκαληηθά κε ηε ρξήζε ηεο ραξαθηεξηζηηθήο ζπλάξηεζεο.  
 
Θέινπκε λα βξνύκε ηηο ραξαηεξηζηηθέο ζπλαξηήζεηο ησλ ζηνραζηηθώλ κεηαβιεηώλ:  
    
1
N
n n
n
Y a X  

    
     
1
, 1,2,...,
N
mn n mm
n
A X B m M 

  Y          
 
θαζώο θαη ν πξνζδηνξηζκόο ηεο από θνηλνύ πηζαλνζεσξεηηθήο δνκήο ησλ ζηνραζηηθώλ κεηα-
βιεηώλ  
              1 2, , ,..., ,NY X X X Y     X  ,  
                  1 2 1 2, , ,..., , , ,...,N MX X X Y Y Y       X Y       
 
όπνπ , , ,n mn ma A B  είλαη ληεηεξκηληζηηθέο πνζόηεηεο.  
 
Η ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Y   θαηαζθεπάδεηαη άκεζα, σο 
εμήο: 
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Οκνίσο, βξίζθνπκε  
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Εξγαδόκελνη νκνίσο βξίζθνπκε  
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΢ηε ζπλέρεηα ζα νξίζνπκε ην άζξνηζκα δύν αλεμάξηεησλ ηπραίσλ δηαλπζκάησλ. Έζησ 
1 2( , ,..., )nX X XX θαη 1 2(Y ,Y ,...,Y )nY δύν n -δηάζηαηα ηπραία δηαλύζκαηα. 
Σν δηάλπζκα 
1 1 2 2( , ,..., )n nX Y X Y X Y   Z θαιείηαη ην άζξνηζκα ησλ 
δηαλπζκάησλ 
1 2( , ,..., )nX X XX θαη 1 2(Y ,Y ,...,Y )nY θαη κπνξεί λα γξαθεί σο 
Z = X + Y .Όπσο ζα δνύκε ζην αθόινπζν ζεώξεκα ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ηνπ 
αζξνίζκαηνο Z = X + Yδίλεηαη από ην γηλόκελν ησλ ραξαθηεξηζηηθώλ ζπλαξηήζεσλ ησλ 
επηκέξνπο. 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 3.11: Έζησ 
1 2( , ,..., )nX X XX θαη 1 2(Y ,Y ,...,Y )nY λα είλαη δύν 
αλεμάξηεηα ηπραία n -δηάζηαηα  δηαλύζκαηα κε ραξαθηεξηζηηθέο ζπλαξηήζεηο 
1 2( , ,..., )nt t tX  θαη 1 2( , ,..., )nt t tY αληίζηνηρα. Σν άζξνηζκα ηνπο Z = X + Y έρεη 
ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ηελ 
1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., )n nt t t t t t Z XY  θαη ζηελ 
πεξίπησζε πνπ νη ,X Y είλαη αλεμάξηεηεο έρνπκε όηη: 
1 2 1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., ) ( , ,..., )n n nt t t t t t u u u  Z X Y . 
 
Απόδειξη: Έζησ 
1 2( , ,..., )nw t t t .Έρνπκε όηη: 
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( ) ( ) ( )( ) [ ] [ ] ( , )i w X Y iw X iw YZ X Y w E e E e w w
         
Δειαδή ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ηεο Z είλαη ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε ησλ X  θαη Y  
θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ νη X  θαη Y  είλαη αλεμάξηεηεο έρνπκε όηη:  
( ) ( , ) ( ) ( )Z X Y w w w w w           . 
 
Σν παξαπάλσ απνηέιεζκα γεληθέπεηαη θαη γηα πεξηζζόηεξεο ηπραίεο κεηαβιεηέο. 
  
Πεξηζζόηεξα γηα ηηο από θνηλνύ ραξαθηεξηζηηθέο ζπλαξηήζεηο ηπραίσλ κεηαβιεηώλ κπνξεί 
λα βξεη θαλείο ζηνλ Γ.Α.Αζαλαζνύιε, ΢εκείσζεηο γηα ην κάζεκα “΢ηνραζηηθή 
Μνληεινπνίεζε Μαθξνζθνπηθώλ Φαηλνκέλσλ θαη Δηαδηθαζηώλ’’, Σκήκα Ναππεγώλ 
Μεραλνιόγσλ Μεραληθώλ, Εζληθό Μεηζόβην Πνιπηερλείν. 
 
3.4) Βαζικέρ Ανιζόηηηερ για ηη Υαπακηηπιζηική ΢ςνάπηηζη 
 
΢ην παξόλ εδάθην παξνπζηάδνπκε θάπνηεο βαζηθέο αληζόηεηεο γηα ηελ ραξαθηεξηζηηθή 
ζπλάξηεζε, νη νπνίεο ζα καο είλαη πνιύ ρξήζηκεο ζηε ζπλέρεηα. Η αλάιπζε καο βαζίζηεθε 
ζηνλ Bhat B.R., 1985, Modern Probability Theory ζειίδεο 137-138, θαη ζηνλ LOÈVE, M., 
1977, Probability Theory I ζειίδεο 208-211, όπνπ ν ελδηαθεξόκελνο αλαγλώζηεο κπνξεί λα 
αλαηξέμεη θαη λα βξεη πεξηζζόηεξα γηα ηηο αληζόηεηεο θαζώο θαη εθαξκνγέο απηώλ. 
 
Γηα θάζε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ( )u  ηζρύνπλ νη αθόινπζεο ηδηόηεηεο: 
i)   1 Re (2 ) 4 1 Reu u     ή     
1
Re 1 Re 1 (2 )
4
u u      
ii) ΑΝΙ΢ΟΣΗΣΑ ΣΩΝ ΠΡΟ΢ΑΤΞΗ΢ΩΝ: Γηα θάζε ,u h  έρνπκε όηη: 
      
2
2 1 Reu u h h        όπνπ ην δεμηά κέινο ηεο αληζόηεηαο είλαη 
αλεμάξηεην από ην u  . 
 
iii) TRUNCATION INEQUALITY: Γηα 0u  έρνπκε όηη: 
       
1
2
2
3
1 Re
x u
x dF x u
u


          
Όπνπ κε  Re u  ζπκβνιίδνπκε ην πξαγκαηηθό κέξνο ηεο ραξαθηεξηζηηθήο 
ζπλάξηεζεο  u  . 
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Απόδειξη: i)  
     
    
   
  
1 Re 2 1 cos2
2 1 cos 1 cos
4 1 cos
4 1 Re
u ux dF x
ux ux dF x
ux dF x
u


   
   
  
 



  
Καζώο από ηελ ηξηγσλνκεηξία έρνπκε όηη: 
    
 
22 1 cos 1 cos 2 1 cos
2 2 1 cos21 cos2
2 1 1 cos2
2 2
ux ux ux
uxux
ux
    
 
     
 
  
θαη επηπιένλ  1 cos 2ux   θαζώο cos 1ux  . 
 
Β΄ ηπόπορ: Σν ίδην απνηέιεζκα κπνξεί εύθνια λα πξνθύςεη θαη από ηε ζρέζε: 
 
2 2 2 211 cos 2sin 2sin cos sin
2 2 2 2 2
1
1 cos2
4
ux ux ux ux
ux
ux
    
 
  
 
 
ii) Έρνπκε όηη: 
       
   
     
  
22
2
1
1
2 0 1 cosh
2 1 Re
iu x i h x
i h x
u u h e e dF x
dF x e dF x
x dF x
h
 


    
 
 
 
 

 

  
 
iii) Δεδνκέλνπ όηη     2 21 cos 1/ 2 1 1/12x x x    έρνπκε όηη:  
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     
     
 
 
1
1
2 2
2
2
2
2
1 Re 1 cos
1 1
1
2 12
11
24
3
x u
x u
u ux dF x
ux ux dF x
u
x dF x
u
x dF x









   
 
   
 
 





  
Καη επνκέλσο       
1
2
2
3
1 Re
x u
x dF x u
u


   . 
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3.5) Σο Θεώπημα ΢ςνέσειαρ ηος Levy 
 
΢ην παξόλ εδάθην ζα δώζνπκε ηθαλέο θαη αλαγθαίεο ζπλζήθεο γηα ηελ αζζελή ζύγθιηζε ηωλ 
ζπλαξηήζεωλ θαηαλνκήο αλαθνξηθά κε ηηο ραξαθηεξηζηηθέο ζπλαξηήζεηο ηνπο. ΢ε απηή ηε 
θαηεύζπλζε καο βνεζάεη ην ζεώξεκα ζπλέρεηαο ηνπ Levy ε ζεκαληηθόηεηα ηνπ νπνίνπ έπεηαη 
ζην γεγνλόο όηη καο εμαζθαιίδεη όηη αλ ζπγθιίλνπλ νη ραξαθηεξηζηηθέο ζπλαξηήζεηο, νη 
νπνίεο είλαη ζεκεηαθέο ζπλαξηήζεηο, ηόηε ζπγθιίλνπλ θαη νη αξρηθέο ζπλαξηήζεηο θαηαλνκήο 
γηα ηε ζύγθιηζε ηωλ νπνίωλ δελ είλαη εύθνιν λα κηιήζνπκε εμ αξρήο. Επίζεο ην ζεώξεκα 
ζπλέρεηαο ηνπ Levy καο δέηρλεη όηη ε έλα πξνο έλα αληηζηνηρία κεηαμύ ηωλ ζπλαξηήζεωλ 
θαηαλνκήο θαη ηωλ ραξαθηεξηζηηθώλ ζπλαξηήζεωλ είλαη ζπλερήο. Η αλάιπζε καο βαζίζηεθε 
ζηνπο Gut Allan, 2013, Probability: A Graduate Course ζειίδεο 179,202-203,225,238, 
Billingsley Patrick, 1995, Probability and Measure ζειίδεο 333-337 , Lukacs Eugene, 1970, 
Characteristic Functions ζειίδεο 42-55 , Sasvari Zoltan, 2013, Multivariate Characteristic and 
Correlation Functions ζειίδεο 38-41, θαη Παπαδάηνο Νηθόιανο, 2006, Θεωξία Πηζαλνηήηωλ 
ζειίδεο 270-275. 
 
Θα μεθηλήζνπκε ηελ αλάιπζε καο κε κηα ηδηόηεηα κηαο αθνινπζίαο ηπραίωλ κεηαβιεηώλ 
αληίζηνηρε κε ηελ ηδηόηεηα ηνπ θξαγκέλνπ γηα αθνινπζίεο πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. 
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 3.12: Η αθνινπζία ζπλαξηήζεωλ θαηαλνκήο  
1
( )n n
F x


 ή  ε αληίζηνηρε 
αθνινπζία ηπραίωλ κεηαβιεηώλ  
1n n
X


 ζα θαιείηαη tight όηαλ έρεη ηελ εμήο ηδηόηεηα: 
Γηα θάζε 0   ππάξρνπλ x  θαη y  ηέηνηα ώζηε: 
( )nF x   θαη ( ) 1nF y    γηα n  ηθαλνπνηεηηθά κεγάιν. 
 
Θζνδύλακα κπνξνύκε λα πνύκε όηη γηα θάζε 0   ππάξρεη πεπεξαζκέλν δηάζηεκα ( , ]b  έηζη 
ώζηε  ( , ] 1nP X a b     , γηα θάζε n  . Απηό καο εμαζθαιίδεη όηη δελ ζα «ραζεί» θάπνην 
κέξνο ηεο πηζαλόηεηαο ζην άπεηξν θαζώο ην n  . Είλαη δειαδή νπζηαζηηθά κηα ηδηόηεηα 
αληίζηνηρε ηνπ θξαγκέλνπ γηα ηηο αθνινπζίεο πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. 
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ΘΔΩΡΗΜΑ (HELLY) 3.13: Γηα θάζε αθνινπζία ζπλαξηήζεωλ θαηαλνκήο  
1
( )n n
F x


 
ππάξρεη κηα ππαθνινπζία  
1
( )
kn k
F x


 θαη κία κε θζίλνπζα, δεμηά ζπλερήο ζπλάξηεζε 
 XF x  (ε νπνία δελ είλαη απαξαίηεηα αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο) ηέηνηα ώζηε: 
 lim ( ) ( )
kn Xk
F x F x

   
γηα θάζε ζεκείν ζπλέρεηαο ηεο ( )XF x .   
 
Απόδειξη: Γηα ηελ απόδεημε βιέπε Billingsley Patrick, 1995, Probability and Measure ζειίδα 
336. 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ 3.14: Θθαλή θαη αλαγθαία ζπλζήθε γηα λα είλαη ε ζπλάξηεζε όξην  XF x
 
ζην 
ζεώξεκα Helly 3.13 αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο είλαη ε αθνινπζία ζπλαξηήζεωλ 
θαηαλνκήο  
1
( )
kn k
F x


 λα είλαη tight .  
Απόδειξη: Γηα ηελ απόδεημε βιέπε Billingsley Patrick, 1995, Probability and Measure 
ζειίδεο 336-337. 
 
Θα αλαθέξνπκε ηώξα έλα είδνο εηδηθήο ζύγθιηζεο πνπ καο είλαη απαξαίηεηε γηα ηελ 
παξάζεζε θαη ηνπ ζεωξήκαηνο ηνπ Levy θαζώο θαη ηωλ πξνηάζεωλ πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη 
γηα ηελ απόδεημε απηνύ. Γηα ηελ αλάιπζε απηήο ηεο ζύγθιηζεο ζηεξηρηήθακε ζηνλ Gut Allan, 
2013, Probability: A Graduate Course ζειίδεο 202-203 θαη 225. Ξεθηλάκε παξαζέηνληαο ηνπ 
αθόινπζνπο δύν νξηζκνύο. 
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 3.15:  Έζηω  XC F  ην ζύλνιν ηωλ ζεκείωλ ζπλέρεηαο ηεο  XF x . Η 
αθνινπζία ηωλ ηπραίωλ κεηαβιεηώλ  
1n n
X


ζπγθιίλεη θαηά θαηαλνκή ζηελ ηπραία 
κεηαβιεηή X όηαλ ην n   αλ θαη κόλνλ αλ  
   
nX X
F x F x  όηαλ n   γηα όια ηα  Xx C F . 
Θα ζπκβνιίδνπκε κε : 
d
nX X  όηαλ n  . 
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ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 3.16:  Η  
d
nX X  όηαλ n  αλ θαη κόλνλ αλ γηα θάζε Bh C  έρνπκε όηη: 
    nEh X Eh X  όηαλ n   
όπνπ 
BC  είλαη ην ζύλνιν όιωλ ηωλ ζπλερώλ θαη θξαγκέλωλ ζπλαξηήζεωλ. 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ 3.17: Οη νξηζκνί 3.15 θαη 3.16 είλαη κεηαμύ ηνπο ηζνδύλακνη. 
 
Απόδειξη: Γηα ηελ απόδεημε βιέπε Gut Allan, 2013, Probability: A Graduate Course ζειίδα  
225. 
 
Η ζπγθεθξηκέλε ζύγθιηζε ζα θαιείηαη ζε απηή ηελ ελόηεηα ωο αζθενής ζύγκλιζη. 
 
Οη αθόινπζεο ηξεηο πξνηάζεηο ζα καο ρξεζηκεύζνπλ ζηελ απόδεημε ηνπ ζεωξήκαηνο 
ζπλέρεηαο ηνπ Levy ζηελ πεξίπηωζε πνπ είκαζηε ζηε κία δηάζηαζε.Η αλάιπζε ηνπο 
ζηεξίρηεθε ζηνπο Παπαδάηνο Νηθόιανο, 2006, Θεωξία Πηζαλνηήηωλ ζειίδεο 272-274 θαη 
Gut Allan, 2013, Probability: A Graduate Course Λήκκα 4.1 ζειίδα 179 θαη Λήκκα 9.1 
ζειίδα 238. 
ΠΡΟΣΑ΢Η  3.18: Αλ ε αθνινπζία ζπλαξηήζεωλ θαηαλνκήο 
1
( )n n
F x


 είλαη tight, θαη αλ 
θάζε ππαθνινπζία   
1k
n
k
F x


ηεο  
1
( )n n
F x


πνπ ζπγθιίλεη αζζελώο, ζπγθιίλεη πξνο 
ηελ ίδηα ζπλάξηεζε θαηαλνκήο  XF x  , ηόηε: 
 ( ) ( )
d
n XF x F x   
 Απόδειξη: Αο ππνζέζνπκε αληίζεηα όηη ( ) ( )
d
n XF x F x  .Απηό ζεκαίλεη όηη 
ππάξρεη 0   θαη έλα ζεκείν ζπλέρεηαο x   ηεο  XF x  έηζη ώζηε  
( ) ( )n XF x F x    γηα άπεηξα n  
Καηαζθεπάδνπκε ηελ ππαθνινπζία  1 2, ,...n n  από όια απηά ηα άπεηξα n  γηα ηα νπνία ηζρύεη 
ε παξαπάλω αληζόηεηα. Σόηε γηα ηελ ππαθνινπζία   
1k
n
k
F x


 έρνπκε όηη : 
 ( ) ( ) 1,2,...
kn X
F x F x k     (10) 
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Αθνύ ε αθνινπζία ζπλαξηήζεωλ θαηαλνκήο 
1
( )n n
F x


 είλαη tight, ηόηε θαη ε  
ππαθνινπζία   
1k
n
k
F x


ηεο  
1
( )n n
F x


είλαη tight.  Απηό ζεκαίλεη όηη ζα ππάξρεη κηα 
ζπλάξηεζε θαηαλνκήο  F x  θαη κηα ππαθνινπζία   
1
k j
n
j
F x


 ηεο   
1k
n
k
F x


 
έηζη ώζηε  
   
k j
d
n XF x F x  θαζώο j   
Επεηδή όκωο ε   
1
k j
n
j
F x


 είλαη ππαθνινπζία ηεο   
1k
n
k
F x


θαη ε  
  
1
k j
n
j
F x


 ζπγθιίλεη αζζελώο έπεηαη όηη  : 
   
k j
d
n XF x F x  θαζώο j   
Επνκέλωο αθνύ ην x  είλαη ζεκείν ζπλέρεηαο ηεο  XF x  ζα ηζρύεη όηη ( ) ( )
k j
n XF x F x  
θαζώο j  . Απηό είλαη άηνπν δηόηη από ηελ ζρέζε (10)  έρνπκε όηη: 
 ( ) ( ) 1,2,...
k j
nF x F x k      
 
ΠΡΟΣΑ΢Η 3.19: Έζηω  
1n n
X


 κηα αθνινπζία από ηπραίεο κεηαβιεηέο κε αθνινπζία 
ζπλάξηεζεωλ θαηαλνκήο  
1
( )n n
F x


 θαη κε αληίζηνηρε αθνινπζία ραξαθηεξηζηηθώλ 
ζπλάξηεζεωλ  
1
( )n n
u


. Γηα 0t   έρνπκε όηη:  
     12 / 1n n
u t
P X t u du
t


     (11) 
 
Απόδειξη: Λόγω ηωλ αληζνηήηωλ : 
 
sin sin
1
tx tx
tx tx
   δηόηη sin t t   
sin 1 1tx
tx tx tx
   γηα 2 /x t  θαη 
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  
   
sinsin 1 1t xtx
tx t x t x tx

  
 
 γηα 2 /x t  
θαη 
sin 1
2
tx
tx
  γηα 2tx   θαη επνκέλωο 
sin
2 1 1
tx
tx
 
  
 
  
θαη 1 ( ) 4
t
iu x
n
t
e dF x du t

 
      κπνξνύκε ζύκθωλα κε ην ζεώξεκα Fubini λα θάλνπκε 
ελαιιαγή ζηε ζεηξά νινθιήξωζεο ζηε ζρέζε: 
1 1
(1 ( )) (1 cos sin ) ( )
t t
n n
t t
u du ux i ux dF x du
t t


  
        
θαη έηζη έρνπκε όηη: 
2
2
2
1 1
(1 ( )) (1 cos sin ) ( )
1 2
(2 sin ) ( )
sin
2 (1 ) ( )
sin
2 (1 ) ( )
1
2 (1 ) ( )
2
( )
t t
n n
t t
n
n
n
x
t
n
x
t
n n
x
t
u du ux i ux dF x du
t t
t tx dF x
t t
tx
dF x
tx
tx
dF x
tx
dF x
tx
dF x P X
t


  







    
  
  
  
  
 
   
 
  





 
ΠΡΟΣΑ΢Η 3.20: Έζηω Έζηω  
1
( )n n
F x


κηα αθνινπζία ζπλαξηήζεωλ θαηαλνκήο ζηνλ 
d
θαη ζπκβνιίδνπκε κε  
1
( )n n
u


 ηελ αληίζηνηρε αθνινπζία ραξαθηεξηζηηθώλ 
ζπλαξηήζεωλ. Σόηε αλ ε αθνινπζία ηωλ ραξαθηεξηζηηθώλ ζπλαξηήζεωλ  
1
( )n n
u


 
ζπγθιίλεη γηα θάζε u  ζε κηα ζπλάξηεζε ( )u , ηόηε ε αθνινπζία ζπλαξηήζεωλ 
θαηαλνκήο  
1
( )n n
F x


 είλαη tight. 
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Απόδειξη: Επεηδή ε 
 
ωο ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο ζην κεδέλ (αιιά θαη 
γεληθα είλαη ζπλερήο παληνύ) θαη (0) 1  , έπεηαη όηη γηα δνζέλ 0   ππάξρεη 
0 0 ( ) 0t t    (αξθεηά κηθξό) γηα ην νπνίν 
1
(1 ( ))
t
t
u du
t
 

    γηα 0t t  . Όκωο από 
ηελ ππόζεζε έρνπκε όηη ( ) ( )n u u   άξα θαη    1 ( ) 1 ( )n u u     θαη ηζρύεη 
πάληα όηη 1 ( ) 2n u   θαη 2 4
t
t
du t

    . Άξα από ην ζεώξεκα Κπξηαξρεκέλεο 
΢ύγθιηζεο έρνπκε όηη:  
1 1
(1 ( )) (1 ( ))
t t
n
t t
u du u du
t t
 
 
     όηαλ n   . 
Δειαδή, ππάξρεη  0 , ( )n t   ηέηνην ώζηε  
1
sup (1 ( ))
t
n
t
u du
t
 

   όηαλ  0 , ( )n n t   . 
Επνκέλωο, από ηελ πξνεγνύκελε πξόηαζε έρνπκε όηη γηα δνζέλ 0   ππάξρεη 
0 0 ( ) 0t t    ηέηνην ώζηε 
2
nP X
t

 
  
 
, όηαλ  0 , ( )n n t  . Επνκέλωο, αλ 
κεγαιώζνπκε θαη άιιν ην 
2
t
, κπνξνύκε λα βξνύκε έλα 0   ηέηνην ώζηε 
 nP X     γηα  0 , ( )n n t   .Άξα ε αθνινπζία ζπλαξηήζεωλ  
1
( )n n
F x


 είλαη 
tight.  
ΘΔΩΡΗΜΑ ΢ΤΝΔΥΔΙΑ΢ ΣΟΤ LEVY 3.21: Έζηω  
1
( )n n
F x


κηα αθνινπζία 
ζπλαξηήζεωλ θαηαλνκήο ζηνλ 
d
θαη ζπκβνιίδνπκε κε  
1
( )n n
u


 ηελ αληίζηνηρε 
αθνινπζία ραξαθηεξηζηηθώλ ζπλαξηήζεωλ. Η αθνινπζία ζπλαξηήζεωλ  
1
( )n n
F x


 
ζπγθιίλεη αζζελώο ζε κηα ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ( )F x  αλ θαη κόλνλ αλ ε αθνινπζία 
ραξαθηεξηζηηθώλ ζπλαξηήζεωλ  
1
( )n n
u


 ζπγθιίλεη γηα θάζε u  ζε κηα 
ζπλάξηεζε ( )u  ε νπνία είλαη ζπλερήο ζην 0u   . Σόηε ε ζπλάξηεζε όξην ( )u  είλαη ε 
ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ηεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο ( )F x  . ΢ρεκαηηθά έρνπκε όηη: 
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( ) ( )
( ) ( )
d
n
n
F x F x
u u ά u    


 
 
  
Απόδειξη: Θα μεθηλήζνπκε  ηελ απόδεημε καο κε ην επζύ ηνπ ζεωξήκαηνο δειαδή 
αλ ( ) ( )
d
nF x F x  ηόηε ζπλεπάγεηαη όηη ( ) ( )n u u   γηα θάζε u  . 
Θεωξνύκε ηηο ηπραίεο κεηαβιεηέο 
nX  θαη X  κε ζπλαξηήζεηο θαηαλνκήο ( )nF x  θαη ( )F x  
αληίζηνηρα. Πξάγκαηη, αλ ( ) ( )
d
nF x F x , ηόηε γηα θάζε ζηαζεξό u   έρνπκε όηη 
cos cos
d
nuX uX  θαη sin sin
d
nuX uX δηόηη νη ζπλαξηήζεηο cosx ux  θαη sinx ux  
είλαη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο θαη γλωξίδνπκε όηη αλ έρνπκε κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε 
:g  , ηόηε αλ 
d
nX X  ηόηε ( ) ( )
d
ng X g X  . Επηπιένλ, νη ζπλαξηήζεηο cos nuX θαη 
sin nuX  είλαη θξαγκέλεο θαζώο γλωξίδνπκε όηη cos 1nuX   θαη sin 1nuX  . 
Επνκέλωο, από ην ζεώξεκα Κπξηαξρεκέλεο ΢ύγθιηζεο πξνθύπηεη όηη 
(cos ) (cos )nE uX E uX  θαη (sin ) (sin )nE uX E uX  . 
Δειαδή,  
( ) (cos ) (sin )
(cos ) (sin ) ( )
niuX
n n
iuX
E e E uX i E uX
E uX i E uX E e
  
  
  
Απηό πνπ ζέιακε λα δείμνπκε. 
 
Θα δείμνπκε ηώξα ην αληίζηξνθν ηνπ ζεωξήκαηνο, δειαδή αλ ( ) ( )n u u   γηα 
θάζεu  ηόηε ζπλεπάγεηαη όηη ( ) ( )
d
nF x F x  . Από ηελ πξόηαζε 3.20 έρνπκε όηη ε 
ζύγθιηζε ηεο αθνινπζίαο ηωλ ραξαθηεξηζηηθώλ ζπλαξηήζεωλ  
1
( )n n
u


 πξνο ηε 
ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ( )u  ,πνπ όπωο θάζε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο 
ζην κεδέλ, ζπλεπάγεηαη όηη ε αθνινπζία ηωλ αληίζηνηρωλ ζπλαξηήζεωλ θαηαλνκήο 
 
1
( )n n
F x


 είλαη tight. Επνκέλωο, ππάξρεη κηα ππαθνινπζία 
1k
n
k
F


 θαη κία 
ζπλάξηεζε θαηαλνκήο F   έηζη ώζηε  
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 ( ) ( )
k
d
nF x F x  θαζώο k   
Λόγω ηεο πξόηαζεο 3.18  αξθεί λα δείμνπκε όηη θάζε ππαθνινπζία  
1k
n
k
F


 πνπ 
ζπγθιίλεη αζζελώο, ζπγθιίλεη πξνο ηελ  F x . Πξάγκαηη, έζηω  
1k
n
k
F


 κία ππαθνινπζία 
πνπ ζπγθιίλεη αζζελώο, θαη έζηω όηη ζπγθιίλεη ζηελ F  . Σόηε ζα έρνπκε όηη  
( ) ( )
kn
u u   γηα θάζε u   , 
Όπνπ ( )u  είλαη ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ηεο F   .Σαπηόρξνλα, όκωο επεηδή 
 
1k
n
k



 είλαη ππαθνινπζία ηεο  
1n k



 θαη έρνπκε ππνζέζεη όηη ( ) ( )n u u      
ζα έρνπκε όηη θαη  
( ) ( )
kn
u u   γηα θάζε u   
θαζώο από ηε καζεκαηηθή αλάιπζε γλωξίδνπκε όηη αλ κία αθνινπζία ζπγθιίλεη, ηόηε θαη 
θάζε ππαθνινπζία ηεο ζπγθιίλεη ζην ίδην κε ηελ αξρηθή αθνινπζία. Άξα ιόγω ηεο 
κνλαδηθόηεηαο ηνπ νξίνπ έρνπκε όηη ( ) ( )u u    θαη ιόγω ηνπ κνλνζήκαληνπ ηεο 
ραξαθηεξηζηηθήο ζπλάξηεζεο πξνθύπηεη όηη    F x F x   . 
 
΢ημείωζη 3.22: Ο ελδηαθεξόκελνο αλαγλώζηεο κπνξεί λα αλαηξέμεη γηα ρξήζηκα πνξίζκαηα 
ηνπ ζεωξήκαηνο ζπλέρεηαο ηνπ Levy ζηνλ Lukacs Eugene, 1970, Characteristic Functions 
ζειίδεο 50-53. 
 
3.6) Σο Θεώπημα ΢ςνέσειαρ ηος Levy ζηιρ n  διαζηάζειρ. 
 
Σα παξαθάηω ζεωξήκαηα είλαη ρξήζηκα γηα ηελ απόδεημε ηνπ ζεωξήκαηνο ζπλέρεηαο ηνπ 
Levy ζηηο n  δηαζηάζεηο. Γηα ηελ αλάπηπμε ηνπο ρξεζηκνπνηήζεθαλ νη Sasvari Zoltan, 2013, 
Multivariate Characteristic and Correlation Functions ζειίδεο 38-41 θαη 339-345, θαη 
Billingsley Patrick, 1995, Probability and Measure ζειίδεο 333-337 . 
 
Παξαζέηνπκε ρωξίο απόδεημε ην αθόινπζν ζεώξεκα:  
ΘΔΩΡΗΜΑ 3.23: Εάλ ε αθνινπζία ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ  
1n n
f


 ζπγθιίλεη θαηά 
ζεκείν ζε κηα ζπλερή ζπλάξηεζε f , ηόηε ε ζύγθιηζε είλαη νκνηόκνξθε ζε θάζε ζπκπαγέο 
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ππνζύλνιν ηνπ 
d
. 
 
Απόδειξη: Γηα ηελ απόδεημε βιέπε Sasvari Zoltan (Multivariate Characteristic and 
Correlation Functions ζειίδα 38) 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ 3.24: Εάλ ε αθνινπζία ζπλαξηήζεωλ θαηαλνκήο   
1n n
F x


ζηνλ 
d
ζπγθιίλεη αζζελώο ζε κηα ζπλάξηεζε θαηαλνκήο  XF x , ηόηε ε αθνινπζία 
  
1n n
u


ηωλ αληίζηνηρωλ ραξαθηεξηζηηθώλ ζπλαξηήζεωλ ζπγθιίλεη νκνηόκνξθα ζε 
θάζε ζπκπαγέο ζύλνιν ζηε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε  u . 
 
Απόδειξη: Από ην ζεώξεκα αζζελήο ζύγθιηζεο έρνπκε όηη :  
   , ,lim lim ( ) ( )
N N
i x u i x u
n n
n n
u e dF x e dF x    
 
     
Επνκέλωο, αθνύ ε αθνινπζία ηωλ ζπλερώλ ραξαθηεξηζηηθώλ ζπλαξηήζεωλ ζπλαξηήζεωλ 
  
1n n
u


 ζπγθιίλεη θαηά ζεκείν ζηε ζπλερή ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε   u , από 
ην πξνεγνύκελν ζεώξεκα έρνπκε όηη ε ζύγθιηζε είλαη νκνηόκνξθε ζε θάζε ζπκπαγέο 
ππνζύλνιν ηνπ 
d
. 
  
 
ΛΗΜΜΑ 3.25: Έζηω X  έλα ηπραίν δηάλπζκα ζηνλ 
n
 κε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο  P θαη 
ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ( )P u  . Σόηε έρνπκε:  
 
1/
( ) 1 7 sup [1 Re ( )]
a
P
u K
K uP  

   
X   (12) 
 
Όπνπ 
1 1 2 2[ , ] ( , ] ( , ] . . . ( , ]a N NK a a a a a a a a         . 
 
Απόδειξη:  
Επεηδή ε πνζόηεηα: 
   
1/
1 cos ,
N
a
X
u x dF x du

       κπνξνύκε ζύκθωλα κε ην ζεώξεκα Fubini λα  
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θάλνπκε ελαιιαγή ζηε ζεηξά νινθιήξωζεο ζηε ζρέζε:
 
   
1/ 1/
1 Re ( ) 1 cos ,
N
a a
P X
u du u x dF x du
 
            
Έηζη έρνπκε όηη: 
 
 
   
   
 
 
 
1/
1/
1/
1/
1
1
2
sup 1 Re ( ) 1 Re ( )
1 cos ,
1 cos ,
sin /2
1
/
sin /2
1
/
a
a
N
a
N
a
N
N
P P
u K
X
X
NN
j
X
jj
NN
j
jj
u u du
a
u x dF x du
u x dudF x
x a
dF x
a x a
x a
a x a
 






 
           
 
   
   
  
    
    
  
   
  

 
 

  
\N a
X
K
dF x


  
 
Εάλ \
N
ay K  ηόηε / 1jy a   γηα ηνπιάρηζηνλ έλα j  .Από ηελ ηξηγωλνκεηξία έρνπκε 
όηη: 
 3 3 5
1 1 1
sin , 0
6 6 120
x x x x x x x        (13) 
Καη  
 
sin
sin , 0 ,
2
y
x x y x y
y

       (14) 
Αλ ζηε ζρέζε (14) ζέζνπκε όπνπ 1y   θαη ζηε ζπλέρεηα εθαξκόζνπκε ηε ζρέζε (13) 
ζπκπεξαίλνπκε όηη  
 
sin sin1 101 6
, 1
1 120 7
x
x
x
     θαη  
sin
1, \ 0
x
x
x
    
Επνκέλωο, ην ηειεπηαίν νινθιήξωκα δελ κπνξεί λα είλαη κηθξόηεξν από 
1
7
 ζην 
ζύλνιν \
N
aK  θαη έζηη πξνθύπηεη ε ζρέζε  
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   
1/
1/
1/
\
1
sup 1 Re ( ) [1 1 sin1) ]
7
1
sup 1 Re ( ) [1 ( )]
7
( ) 1 7 sup [1 Re ( )]
a N
a
a
a
P X
u K
K
P
u K
P
u K
u dF x
u K
K u
P
P








 
           
  
      
   

X
X
  
 
Πξνηνύ πξνρωξήζνπκε ζηελ παξάζεζε ηνπ ζεωξήκαηνο Levy ζηηο n δηαζηάζεηο ζα θάλνπκε 
κηα ζύληνκε αλαθνξά ζε έλα είδνο ζύγθιηζεο κέηξωλ ε νπνία ζα καο είλαη ρξήζηκε γηα ηελ 
απόδεημε ηνπ ζεωξήκαηνο. 
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 3.26: Έζηω X  έλαο ηνπνινγηθόο ρώξνο Hausdorff. Έλα κε αξλεηηθό μέηρο 
Radon κ ζηνλ X  είλαη έλα κε αξλεηηθό κέηξν Borel ηέηνην ώζηε: 
i)  K    γηα θάζε ζπκπαγέο ζύλνιν K X   
ii)     sup : ,B K K B K έ      γηα θάζε ζύλνιν Borel  B X  . 
 
Θα ζπκβνιίδνπκε κε  M X  ην ζύλνιν όιωλ ηωλ κε αξλεηηθώλ κέηξωλ Radon θαη 
κε  bM X  ην ζύλνιν όιωλ ηωλ πεπεξαζκέλωλ κέηξωλ ζηνλ  M X  . 
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 3.27: Η αζζελήο ηνπνινγία ζην ζύλνιν  bM X  είλαη ε ηνπνινγία κε ηα 
ιηγόηεξα αλνηρηά ζύλνια, έηζη ώζηε νη ζπλαξηήζεηο f d   λα γίλνληαη από θάηω 
εκηζπλερείο γηα θάζε θξαγκέλε από θάηω εκηζπλερή πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε f  νξηζκέλε 
ζην ζύλνιν X . 
 
΢ην επόκελν ζεώξεκα ραξαθηεξίδνπκε ηε ζύγιηζε ζηελ αζζελή ηνπνινγία. Η ζύγθιηζε απηή 
είλαη νπζηαζηηθά ε ίδηα ζύγθιηζε κε απηή πνπ νξίζακε πξηλ γηα ην ζεώξεκα ηνπ Levy ζηε κία 
δηάζηαζε κόλν πνπ ηώξα ηελ εθθξάδνπκε γηα ζύγθιηζε κέηξωλ. 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ 3.28: Γηα  bM X   θαη γηα έλα δίθηπν    ζην ζύλνιν  
bM X  νη 
αθόινπζεο ηδηόηεηεο είλαη ηζνδύλακεο:  
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i)    ωο πξνο ηελ αζζελή ηνπνινγία 
ii)    liminf G G   γηα όια ηα αλνηρηά G X  θαη    lim X X    
iii)    limsup F F   γηα όια ηα θιεηζηά F X  θαη    lim X X   
iv) liminf f d f d    γηα όιεο ηηο θξαγκέλεο θάηω εκηζπλερείο πξαγκαηηθέο 
ζπλαξηήζεηο :f X   . 
v) limsup f d f d    γηα όιεο ηηο θξαγκέλεο άλω εκηζπλερείο πξαγκαηηθέο 
ζπλαξηήζεηο :f X  .  
Εάλ νη ηδηόηεηεο (i)-(v) ηθαλνπνηνύληαη ηόηε:   
vi) lim f d f d    γηα όιεο ηηο ζπλερείο 
θαη θξαγκέλεο πξαγκαηηθέο ζπλαξηήζεηο :f X   . 
Σέινο, εάλ ν ρώξνο X  είλαη έλαο completely regular space, ηόηε ε ηδηόηεηα vi) ζπλεπάγεηαη 
ηηο ηδηόηεηεο (i)-(v). 
 
Θα ιέκε όηη έλα δίθηπν    από κηγαδηθά Radon κέηξα νξηζκέλα πάλω ζε έλαλ completely 
regular ρώξν ζσγκλίνει αζθενώς ζε κάποιο μιγαδικό μέηρο κ εάλ ε ζρέζε vi) ηζρύεη. 
 
΢ΗΜΔΙΩ΢Η 3.29: Οη κεηξηθνί ρώξνη θαζώο θαη νη ηνπηθά ζπκπαγείο ρώξνη Hausdorff είλαη 
completely regular ρώξνη. 
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 3.30: Η vague ηνπνινγία ζην ζύλνιν  M X  είλαη ε ηνπνινγία κε ηα ιηγόηεξα 
αλνηρηά ζύλνια, έηζη ώζηε νη ζπλαξηήζεηο f d   λα είλαη ζπλερείο γηα θάζε 
ζπλάξηεζε  00f C X  . 
Σν επόκελν ζεώξεκα ραξαθηεξίδεη ηε ζύγθιηζε ωο πξνο ηελ vague ηνπνινγία. 
ΘΔΩΡΗΜΑ 3.31: Έζηω X  λα είλαη έλαο ηνπηθά ζπκπαγήο ρώξνο. Γηα  M X   θαη γηα 
έλα δίθηπν    ζην ζύλνιν  M X  νη αθόινπζεο ηδηόηεηεο είλαη ηζνδύλακεο:  
i)    ωο πξνο ηελ vague ηνπνινγία  
ii)    limsup K K   γηα όια ηα ζπκπαγή K X  θαη    liminf G G    
γηα όια ηα ζρεηηθά ζπκπαγή (δειαδή ε θιεηζηόηεηα ηνπο είλαη ζπκπαγήο) αλνηρηά 
G X   
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iii)    lim a B B   γηα όια ηα ζρεηηθά ζπκπαγή ζύλνια B  πνπ αλήθνπλ ζηελ  
ζ-άιγεβξα όιωλ ηωλ Borel ππνζπλόιωλ ηνπ X  ηέηνηα ώζηε   0B    . 
 
Σν επόκελν ζεώξεκα καο δίλεη ηε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηελ αζζελή θαη ηελ vague ηνπνινγία. 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ 3.32: Έζηω X  λα είλαη έλαο ηνπηθά ζπκπαγήο ρώξνο θαη έζηω    έλα δίθηπν 
ζην ζύλνιν  M X  . Σόηε ην δίθηπν    ζπγθιίλεη αζζελώο ζε έλα κέηξν  
bM X   
αλ θαη κόλνλ αλ ζπγθιίλεη θαηά ηελ vague ζύγθιηζε ζην κέηξν   θαη ηζρύεη 
   lim a X X   . 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ 3.33: Έζηω X  λα είλαη έλαο ηνπηθά ζπκπαγήο ρώξνο θαη έζηω 0p   .  Σν 
ζύλνιν  
     :bM X X p     
είλαη ζπκπαγέο ωο πξνο ηελ vague ηνπνινγία. Εάλ ν X είλαη ζπκπαγήο, ηόηε ην ζύλνιν νιώλ 
ηωλ Radon κέηξωλ πηζαλόηεηαο νξηζκέλα πάλω ζην ζύλνιν X  είλαη ζπκπαγέο ωο πξνο ηελ 
αζζελή ηνπνινγία. 
 
Εηδηθή πεξίπηωζε απηνύ ηνπ ζεωξήκαηνο είλαη ην ζεώξεκα Helly πνπ είδακε ζηελ 
πξνεγνύκελε ελόηεηα. 
   
Σημείωζη: Γηα απνδείμεηο ηωλ παξαπάλω ζεωξεκάηωλ θαζώο θαη γηα πεξηζζόηεξα 
απνηειέζκαηα γηα απηέο ηηο ζπγθιίζεηο ν ελδηαθεξόκελνο αλαγλώζηεο παξαπέκπεηαη ζην 
Κεθάιαην 2 ηνπ βηβιίνπ ηωλ Berg C., Christensen J.P.R., Ressel P.,1984, Harmonic Analysis 
on Semigroups. 
 
΢ύκθωλα κε ηα παξαπάλω είκαζηε πιένλ ζε ζέζε λα απνδείμνπκε ην ζεώξεκα ζπλέρεηαο ηνπ 
Levy ζηηο n δηαζηάζεηο. 
ΘΔΩΡΗΜΑ ΢ΤΝΔΥΔΙΑ΢ ΣΟΤ LEVY 3.34: Έζηω  
1n n
P


κηα αθνινπζία 
ζπλαξηήζεωλ θαηαλνκήο ζηνλ 
N
θαη ζπκβνιίδνπκε κε  
1
( )n n
u


 ηελ αληίζηνηρε 
αθνινπζία ραξαθηεξηζηηθώλ ζπλαξηήζεωλ. Η αθνινπζία ζπλαξηήζεωλ θαηαλνκήο 
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 
1n n
P


 ζπγθιίλεη αζζελώο ζε κηα ζπλάξηεζε θαηαλνκήο P  αλ θαη κόλνλ αλ ε αθνινπζία 
ραξαθηεξηζηηθώλ ζπλαξηήζεωλ  
1
( )n n
u


 ζπγθιίλεη γηα θάζε u  ζε κηα 
ζπλάξηεζε ( )u  ε νπνία είλαη ζπλερήο ζην 0u   . Σόηε ε ζπλάξηεζε όξην ( )u  είλαη ε 
ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ηεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο P  . ΢ρεκαηηθά έρνπκε όηη: 
  
( ) ( )
d
n
N
n
P P
u u ά u    


 
 
  
 
Απόδειξη: ΢ύκθωλα κε ην ζεώξεκα 3.33  ε αθνινπζία ζπλαξηήζεωλ θαηαλνκήο  
1n n
P


 
πεξηέρεη κία ππαθνινπζία  
1k
n
k
P


 ε νπνία ζπγθιίλεη θαηά ηελ vague ζύγθιηζε ζε θάπνην 
πεπεξαζκέλν, κε αξλεηηθό κέηξν P  ην νπνίν ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε   1NP   . Θα δείμνπκε 
όηη   1NP   . Αλ εθαξκόζνπκε ηελ αληζόηεηα ηνπ Λήκκαηνο 
3.25
1/
( ) 1 7 sup [1 Re ( )]
a
P
u K
K uP  

   
X  γηα ηελ ππαθνινπζία  
1k
n
k
P


 έρνπκε 
όηη: 
 
1/
( ) 1 7 sup [1 Re ( )]
k k
m
n m n
u K
K uP 

      
Γηα όια ηα ,k m  . Παίξλνληαο γηα ηελ παξαπάλω αληζόηεηα ην ειάρηζην άλω θξάγκα 
limsup
k
 θαη εθαξκόδνληαο ην ζεώξεκα 3.31 έρνπκε όηη: 
  
1/
limsup ( ) 1 7 sup [1 Re ( )]
k
m
m n m P
k u K
K K uP P 

      . 
Αλ ηώξα m  θαη δεδνκέλνπ όηη ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε είλαη κηα ζπλερήο 
ζπλάξηεζε ( )P u  θαη επηπιένλ  0 1  , πξνθύπηεη όηη   1NP   .  Όκωο, κε βάζε ην 
ζεώξεκα 3.33 είρακε βξεη όηη   1NP   θαη επνκέλωο ηζρύεη ε ηζόηεηα   1NP   . 
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Επνκέλωο, ζύκθωλα κε ην ζεώξεκα 3.32, ε ππαθνινπζία  
1k
n
k
P


 ζπγθιίλεη αζζελώο ζηε 
ζπλάξηεζε θαηαλνκήο P .  
         Από ην ζεώξεκα 3.24 έρνπκε όηη ( )u  είλαη ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ηεο 
ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο P . Δεδνκέλνπ όηη ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο P  νξίδεηαη 
κνλνζήκαληα από ηελ ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ( )u  , έρνπκε όηη θάζε αζζελώο 
ζπγθιίλνπζα ππαθνινπζία ηεο αθνινπζίαο ζπλαξηήζεωλ  
1n n
P


 έρεη ζαλ  όξην ηελ ίδηα 
ζπλάξηεζε θαηαλνκήο P .  Απηό ζεκαίλεη όηη θαη νιόθιεξε ε αθνινπζία ζπγθιίλεη αζζελώο 
ζηε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο P . 
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3.7) ΢σέζη Υαπακηηπιζηικήρ ΢ςνάπηηζηρ και Ροπών 
 
΢ηελ παξάγξαθν απηή ζα κειεηήζνπκε ηε ζρέζε κεηαμύ ηεο ύπαξμεο ηωλ ξνπώλ κηαο 
ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο ( )XF x  θαη ηεο δηαθνξηζηκόηεηαο ηεο ραξαθηεξηζηηθήο ηεο 
ζπλάξηεζεο. Η αλάιπζε καο βαζίζηεθε ζηνπο Bhat B.R., 1985, Modern Probability Theory 
ζειίδεο 145-148,Gut Allan, 2013, Probability: A Graduate Course ζειίδεο 175-179, LOÈVE, 
M., 1977, Probability Theory I ζειίδεο 212-213 , Lukacs E. and Laha R.G., 1964, 
Applications of Characteristic Functions, ζειίδεο 20 θαη 25, Sasvari Zoltan, 2013,  
Multivariate Characteristic and Correlation Functions, ζειίδεο 11-12 θαη 267-269, 
Αζαλαζνύιεο Γ.Α., ΢εκείωζεηο γηα ην κάζεκα “Πξνηππνπνίεζε ηνπ ΢πλερνύο’’, Σκήκα 
Ναππεγώλ Μεραλνιόγωλ Μεραληθώλ ελόηεηα 2.3.δ (ii), θαη Παπαδάηνο Νηθόιανο, 2006, 
Θεωξία Πηζαλνηήηωλ ζειίδεο 276-285. 
 
Γλωξίδνπκε όηη ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ( )X u  
είλαη κία ζπλερήο ζπλάξηεζε θαη 
επίζεο ηθαλνπνηεί ηελ ηδηόηεηα (0) 1X   . Αθνύ ε πνζόηεηα 
1i h xe
h
 
 
 
 είλαη κία 
θξαγκέλε πνζόηεηα έρνπκε από ην ζεώξεκα θξαγκέλεο ζύγθιηζεο γηα 0h   όηη:  
0
0
0
1
( ) (0)
(0) lim
1
lim ( )
1
lim ( )
( )
h
ih x
h
ih x
h
h
h
e
dF x
h
e
dF x
h
i xdF x i
 





 
   
 
 
  
 
 
  
 
 



  
 
Έηζη βιέπνπκε όηη ε πξώηε παξάγωγνο ηεο ραξαθηεξηζηηθήο ζπλάξηεζεο ( )X u  ζην κεδέλ  
ππάξρεη θαη είλαη πεπεξαζκέλε, εάλ ε πξώηε ξνπή ηεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο ( )XF x  
ππάξρεη θαη είλαη πεπεξαζκέλε. Ώζηόζν δελ ηζρύεη ην αληίζηξνθν. Η δηαθνξηζηκόηεηα ηεο 
ραξαθηεξηζηηθήο ζπλάξηεζεο δελ ζπλεπάγεηαη ηελ  ύπαξμε ηεο κέζεο ηηκήο.  
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Έρνπκε ηελ αθόινπζε πξόηαζε: 
 
ΠΡΟΣΑ΢Η 3.35: Έζηω X  κία ηπραία κεηαβιεηή κε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ( )XF x  θαη 
ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ( )X u . Εάλ 
n
E X  
 
γηα θάπνην 1,2,...,n  ηόηε ε 
ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε είλαη k θνξέο παξαγωγίζηκε, δειαδή νη ( ) , 1,2,...,k k n   
ππάξρνπλ θαη είλαη νκνηόκνξθα ζπλερείο θαη ηζρύνπλ: 
( )( ) ( ) ( )
N
k k iu xu ix e dF x      (15) 
( )(0)k k ki E X      (16) 
 
Απόδειξη: Αθνύ ε απόιπηε ξνπή n  ηάμεο ηεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο ( )XF x  είλαη 
πεπεξαζκέλε έρνπκε όηη: 
( ) ( ) ( )
n
n iu xix e dF x x dF x     . 
 
Έρνπκε όηη:  
 
0
0
( ) ( )
( ) lim
lim ( )
h
i u h x iu x
h
u h u
u
h
e e
dF x
h
 




  
   
 

    
Καη επεηδή ε πνζόηεηα 
( 1)
i u x i h xe e
x
h

  είλαη δειαδή θξαγκέλε, έρνπκε από ην ζεώξεκα 
θπξηαξρεκέλεο ζύγθιηζεο όηη: 
  
 
 
0
1
( ) lim
i u x
i h x
iu x
h
e
u e dF x
h
ix e dF x


 
   
 



  
 
Με εληειώο αλάινγν ηξόπν έρνπκε όηη: 
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 
 
   
0
0
0
2
( ) ( )
( ) lim
lim ( )
1
lim
i u x
i u x
i u x
h
i u h x
h
ih x
h
u h u
u
h
e e
ix dF x
h
e
ix e dF x
h
ix e dF x
 





   
   
 
 
   
 
 
  
 




    
  .Επαγωγηθά έρνπκε όηη 
( )( ) ( ) ( )k k iu xu ix e dF x    . Από ηε ζρέζε απηή πξνθύπηεη 
απεπζείαο ε ζρέζε 
( )(0)k k ki E X    αλ ζέζνπκε όπνπ 0u   . 
Γηα ηελ νκνηόκνξθε ζπλέρεηα ηεο παξαγώγνπ έρνπκε : 
 
( 1) ( 1) 1
1
( ) ( ) ( ) ( 1) ( )
1 ( )
k k k iu x i h x
X
k i h x
X
u h u i x e e dF x
x e dF x
 

  




   
 


 
 
Πξνθαλώο, 
0
lim 1 0i h x
h
e

  θαη 1 2i h xe   . Από ην ζεώξεκα Κπξηαξρεκέλεο 
΢ύγθιηζεο πξνθύπηεη όηη ( ) E 1 E(0) 0i h xg h e    , θαζώο 0h  . Άξα 
πξνθύπηεη όηη 
   1 1
( ) ( ) ( ) 0
k k
u h u g h 
 
    θαζώο 0h θαη απνδείμακε 
απηό πνπ ζέιακε. 
 
΢ημείωζη 3.36: i) Από ηελ ηδηόηεηα 
( )(0)k k ki E X    βιέπνπκε όηη ε ραξαθηεξηζηηθή 
ζπλάξηεζε ζπλδέεηαη κε ηηο ξνπέο 
kE X ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο X   θαηά ηξόπν αλάινγν 
κε ηε ξνπνγελλήηξηα ζπλάξηεζε ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο X ,  ( ) uXXM u E e . Όκωο, γηα λα 
ραξαθηεξίδεη ε ξνπνγελλήηξηα ζπλάξηεζε ηελ αληίζηνηρε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο πξέπεη λα 
ππάξρεη θάπνηα κηθξή πεξηνρή ηνπ κεδελόο έζηω  ,   ηέηνηα ώζηε ε ξνπνγελλήηξηα γηα 
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 ,u     ζπλάξηεζε λα είλαη πεπεξαζκέλε. Απνδεηθλύεηαη όκωο όηη αλ ππάξρεη ηέηνην ε, 
ηόηε θαη όιεο νη ξνπέο πξέπεη λα είλαη πεπεξαζκέλεο ρωξίο λα ηζρύεη όκωο ην αληίζηξνθν. 
Από ην γεγνλόο απηό βιέπνπκε ηελ ππεξνρή ηεο ραξαθηεξηζηθήο ζπλάξηεζεο έλαληη ηεο 
ξνπνγελλεηξηαο θαζώο ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε νξίδεηαη γηα θάζε ηπραία κεηαβιεηή θαη 
γηα θάζε u   . 
ii) Η παξαπάλω πξόηαζε δελ ζπλεπάγεηαη όηη νη παξάγωγνη ηεο ραξαθηεξηζηηθήο ζπλάξηεζεο 
ππάξρνπλ πάληα. ΢ηνλ αληίπνδα, ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε κπνξεί λα είλαη κε 
δηαθνξίζηκε αθόκα θαη όηαλ είλαη νκνηόκνξθα ζπλερήο. 
 
΢ηε ζπλέρεηα παξαζέηνπκε έλα ζεκαληηθό απνηέιεζκα ηεο καζεκαηηθήο αλάιπζεο, ηνλ 
νινθιεξωηηθό ηύπν ηνπ Cauchy γηα ην ππόινηπν Taylor, ν νπνίνο ηύπνο ζα καο είλαη πάξα 
πνιύ ρξήζηκνο ζηε ζπλέρεηα. 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ 3.37: Έζηω 
1 2f f i f   κία ηπραία κηγαδηθή ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε έλα 
αλνηρηό δηάζηεκα πνπ πεξηέρεη ην α. Αλ νη πξαγκαηηθέο ζπλαξηήζεηο 
1 2,f f  έρνπλ ζπλερείο 
παξαγώγνπο 1n   ηάμεο ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο f  ηόηε: 
 
( )
( 1)
0
( ) 1
( ) ( ) ( ) ( )
! !
xkn
k n n
k a
f a
f x x a x y f y dy
k n


       (17) 
Καη ζηελ πεξίπηωζε πνπ έρνπκε θέληξν 0a   έρνπκε όηη: 
 
( )
( 1)
0 0
(0) 1
( ) ( ) ( ) ( )
! !
xkn
k n n
k
f
f x x x y f y dy
k n


     .  (18) 
Επνκέλωο ζηελ πεξίπηωζε ηεο εθζεηηθήο ζπλάξηεζεο, δειαδή όηαλ ( ) cos sini xf x e x i x     
Έρνπκε όηη: 
 
( 1)
0 0
1
0 0
1
0 0
( ) 1
( ) ( )
! !
( ) 1
( ) ( )
! !
( )
( )
! !
xkn
i x n i y n
k
xkn
n n i y
k
xk nn
n i y
k
ix
e x y e dy
k n
ix
x y i e dy
k n
ix i
x y e dy
k n






   
   
  
 
 
 
  
Ο ηύπνο απηόο καο δίλεη ηε δηαθνξά ηεο εθζεηηθήο ζπλάξηεζεο 
i xe  από ην αληίζηνηρν 
πξνζεγγηζηηθό πνιπώλπκν Taylor βαζκνύ n   , 
0
( )
( )
!
kn
n
k
ix
P x
k
  . 
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Αλ νινθιεξώζνπκε θαηά κέιε ηελ ζρέζε 
1
0 0
( )
( )
! !
xk nn
i x n i y
k
ix i
e x y e dy
k n


     πξνθύπηεη 
όηη  : 
 
 1
0 0
0
0
1
0 0
( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
x
nx x n
n i y i y i y
xn
n i y
x x
n n i y
x y x y
x y e dy e ie dy
n n
x i
x y e dy
n n
i
x y dy x y e dy
n


 
    
   
   
 

 
  
Από ηελ νπνία ζρέζε ζπλεπάγεηαη: 1
0 0
( ) ( 1) ( )
x x
n i y n i yix y e dy x y e dy
n
      θαη έηζη 
πξνθύπηεη όηη ζπγθεληξωηηθά γηα ηελ δηαθνξά ηεο εθζεηηθήο ζπλάξηεζεο από ην αληίζηνηρν 
πξνζεγγηζηηθό πνιπώλπκν Taylor βαζκνύ n   έρνπκε: 
 
1
0
0 1
0
( )
!( )
!
( ) ( 1)
( 1)!
xn
n i y
kn
i x
xn
k n i y
i
x y e dy
nix
e
k i
x y e dy
n

 



  
  
 



  
Έηζη γηα 0x   έρνπκε όηη: 
 
 
1
0
0
1
0
0
1
0
0
1
0
( )
!( )
!
( ) ( 1)
( 1)!
1
( )
!
1
( ) ( 1)
( 1)!
1
( )
!
2
( )
( 1)!
xn
n i y
kn
i x
xn
k
n i y
x
n i y
x
n i y
x
n
x
n
i
x y e dy
nix
e
k i
x y e dy
n
x y e dy
n
x y e dy
n
x y dy
n
x y dy
n

 





  

  

 

 
   
 



 
 
 







  
 
ΥΑΡΑΚΣΗΡΘ΢ΣΘΚΗ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η                                            65 
 
 
1
( 1)!
2
!
n
n
x
n
x
n



 


 
Άθνπ ( 1) 1 2i y i ye e     . 
 
Άληίζηνηρα γηα 0x   έρνπκε όηη: 
1
0
0
1
0
0
0
1
0
0
1
1
( )
!( )
!
( ) ( 1)
( 1)!
1
( )
!
1
( ) ( 1)
( 1)!
1
( )
!
2
( )
( 1)!
( )
( 1)!
2( )
!
xn
n i y
kn
i x
xn
k
n i y
n i y
x
n i y
x
n
x
n
x
n
n
i
x y e dy
nix
e
k i
x y e dy
n
x y e dy
n
x y e dy
n
x y dy
n
x y dy
n
x
n
x
n

 






  

  

 

 
   
 



 
 
 
 


 









 
Επνκέλωο ζπγθεληξωηηθά πξνθύπηεη:  
 
1
0
2( )
min ,
! ( 1)! !
n nkn
i x
k
x xix
e
k n n


  
   
  
   (19) 
 
Σν αθόινπζν ζεώξεκα καο δίλεη θάπνηα άλω όξηα γηα ηε δηαθνξά αλάκεζα ζηελ 
ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε θαη ηνπο πξώηνπο όξνπο ηνπ αλαπηύγκαηνο Taylor όηαλ ππάξρεη 
έλαο ζπγθεθξηκέλνο αξηζκόο ξνπώλ.  
 
ΘΔΩΡΗΜΑ 3.38: Έζηω X  κία ηπραία κεηαβιεηή κε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ( )XF x  θαη 
ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ( )X u . 
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i) Εάλ 
n
E X   γηα θάπνην 1,2,...,n   ηόηε: 
  
1 1
0
( )
( ) min 2 ,
! ! ( 1)!
n n n nkn
k
k
u X u Xiu
u E X E
k n n

 

  
   
  
  .  (20) 
Εηδηθόηεξα,                        ( ) 1 min 2,u E uX    .      (21) 
Εάλ E X    , ηόηε:  2 2( ) 1 min 2 , / 2u iu E X E uX u X      (22) 
θαη αλ 2E X   , ηόηε    322 2 2( ) 1 / 2 min , / 6u iu E X u E X E u X uX      (23) 
   
ΑΠΟΓΔΙΞΗ:  
i)  Έρνπκε όηη  
 
 
0 0
0
( ) ( )
( ) ( ) ( )
! !
( )
( )
!
k kn n
k iu x k
k k
kn
iu x
k
iu iu
u E X e dF x x dF x
k k
iu x
e dF x
k

 

  
 
  

  
Καη ιόγω ηεο ζρέζεο  
1 1
0
2( )
min ,
! ( 1)! !
n n n nkn
iu x
k
u x u xiu x
e
k n n
 

  
   
  
  πξνθύπηεη όηη: 
 
 
1 1
0
( )
( ) min 2 ,
! ! ( 1)!
n n n nkn
k
k
u X u Xiu
u E X E
k n n

 

  
   
  
  . 
 
Η ζρέζε  ( ) 1 min 2,u E uX    πξνθύπηεη απεπζείαο από ηε ζρέζε  
 
1 1
0
( )
( ) min 2 ,
! ! ( 1)!
n n n nkn
k
k
u X u Xiu
u E X E
k n n

 

  
   
  
  γηα 0n   . Αληίζηνηρα από 
ηελ ίδηα ζρέζε πξνθύπηεη γηα 1n   ε ζρέζε  2 2( ) 1 min 2 , / 2u iu E X E uX u X     
θαη γηα 2n   ε ζρέζε    322 2 2( ) 1 / 2 min , / 6u iu E X u E X E u X uX     . 
     
ΘΔΩΡΗΜΑ 3.39: i) Έζηω X  κία ηπραία κεηαβιεηή κε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ( )XF x  θαη  
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ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ( )X u .) Εάλ 
n
E X   γηα θάπνην 1,2,...,n  ηόηε ηζρύεη όηη: 
 
 
 
1
( ) 1 ( ) 0
!
kn
nk
k
iu
u E X o u ό u
k
 

      (24) 
Εηδηθόηεξα, εάλ 0E X   θαη 1VarX   , ηόηε  
 2 2
1
( ) 1 ( ) 0
2
u u o u ό u      (25) 
ii) Εάλ 
n
E X   γηα όια ηα 1,2,...n 
 
θαη 0
!
n
nu
E X
n
  όηαλ n   γηα όια 
ηαu   ηόηε: 
 
 
 
1
( ) 1
!
k
k
k
iu
u E X
k



    (26) 
( Η ζρέζε απηή καο ιέεη νπζηαζηηθά όηη όηαλ έρνπκε πεπεξαζκέλεο ξνπέο k  ηάμεο,  ε 
ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε έρεη αλάπηπγκα Taylor ην νπνίν δίλεηαη από ηνλ ηύπν 
 
 
0
( )
!
k
k
k
iu
u E X
k



   ). 
 
 
ΑΠΟΓΔΙΞΗ: i) Από ην Θεώξεκα 3.38 έρνπκε όηη: 
 
1 1
0
1
( )
( ) min 2 ,
! ! ( 1)!
min 2 ,
! ( 1)!
n n n nkn
k
k
n n
n
u X u Xiu
u E X E
k n n
X u X
u E
n n

 


  
   
  
  
  
  

 
Η πνζόηεηα 
1
min 2 ,
! ( 1)!
n n
X u X
n n
  
 
  
  θαζώο ην 0u   ζπγθιίλεη ζην κεδέλ θαη είλαη 
επίζεο θξαγκέλε από ηελ πνζόηεηα 2
!
n
X
n
 ε νπνία είλαη νινθιεξώζηκε θαη έηζη από ην 
ζεώξεκα θπξηαξρεκέλεο ζύγθιηζεο έρνπκε όηη  
1
min 2 , 0
! ( 1)!
n n
X u X
E ό n
n n

  
   
  
  
Καη απηό ζεκαίλεη όηη ην άλω όξην ηζνύηε κε ( ) 0
n
o u ό u   θαη επνκέλωο έρνπκε   
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 
 
1
( ) 1 ( ) 0
!
kn
nk
k
iu
u E X o u ό u
k
 

     . 
Η ζρέζε 2 2
1
( ) 1 ( ) 0
2
u u o u ό u      κε 0E X   θαη 1VarX   πξνθύπηεη 
ακέζωο από ηε ζρέζε 
 
 
1
( ) 1 ( )
!
kn
nk
k
iu
u E X o u
k


    γηα 2n   δεδνκέλνπ όηη  
   
   
 
2 2
2 2
2
1
VarX E X EX
E X VarX EX
E X
  
  

  
θαη επνκέλωο  
 
 
2
22
2 2
( ) 1 ( )
2!
1
( ) 1 ( )
2
iu
u E X o u
u u o u


   
  
 . 
 
ii) Έρνπκε όηη: 
 
1 1
0
( )
( ) min 2 ,
! ! ( 1)!
n n n nkn
k
k
u X u Xiu
u E X E
k n n

 

  
   
  
  
 
Επνκέλωο, 
0
2( )
( ) ( ) 0
! !
nkn
nk
k
uiu
u E X E X ώ n
k n
  

       
δειαδή  
0
1
( )
( ) ( )
!
( )
( ) 1 ( )
!
k
k
k
k
k
k
iu
u E X
k
iu
u E X
k






 
 


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3.8) Σο ανάπηςγμα Taylor ηηρ Υαπακηηπιζηικήρ ΢ςνάπηηζηρ ζηιρ n  διαζηάζειρ. 
 
΢ηε ζπλέρεηα ζα αλαθέξνπκε έλα ρξήζηκν απνηέιεζκα από ηνλ ινγηζκό πνιιώλ κεηαβιεηώλ, 
πνπ ζα καο βνεζήζεη ζηε ζπλέρεηα λα βξνύκε ην αλάπηπγκα Taylor ηεο ραξαθηεξηζηηθήο 
ζπλάξηεζεο ζηηο n  δηαζηάζεηο. Πεξηζζόηεξα γηα ην αλάπηπγκα Taylor ζηηο n  δηαζηάζεηο 
κπνξεί λα βξεη θαλείο ζηνπο Δαλίθαο Ν., Μαξηάο Μ., 2003, Μαζήκαηα Δηαθνξηθνύ Λνγηζκνύ 
Πνιιώλ Μεηαβιεηώλ, Κεθάιαην 5, ζειίδεο 117-161. 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ TAYLOR ΓΙΑ ΢ΤΝΑΡΣΉ΢ΔΙ΢ ΠΟΛΛΩΝ ΜΔΣΑΒΛΗΣΩΝ 3.40: Έζηω 
f  λα είλαη κία πξαγκαηηθή ή κηγαδηθή ζπλάξηεζε νξηζκέλε πάλω ζε έλα αλνηρηό, θπξηό 
ζύλνιν NS   ηέηνηα ώζηε γηα έλαλ ζεηηθό αθέξαην n , όιεο νη κεξηθέο παξάγωγνη aD f  
, 0 ,
Na N a n   λα ππάξρνπλ θαη λα είλαη ζπλερείο. Σόηε, γηα όια ηα ,t a S  έρνπκε: 
  
 
     
!
a
a a
a
a n a n
D f a
f t t a R t t a
a 
         (27) 
όπνπ: 
          
1
1
0
1
!
na a
a
n
R t D f a x t a D f a x dx
a

         (28) 
Οη όξνη ηνπ ππνινίπνπ  aR t  ηθαλνπνηνύλ ηελ αληζόηεηα : 
      
1
sup
!
a a
a
y L
R t D f y D f a
a 
     (29) 
όπνπ L  ζπκβνιίδεη ηε γξακκή πνπ ελλώλεη ην a  κε ην t  . 
 
Απόδειξη: Γηα ηελ απόδεημε βιέπε Sasvari Zoltan, 2013, Multivariate Characteristic and 
Correlation Functions, ζειίδα 268. 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ 3.41: Έζηω f  λα είλαη κία πξαγκαηηθή ή κηγαδηθή ζπλάξηεζε νξηζκέλε πάλω 
ζε έλα αλνηρηό, θπξηό ζύλνιν NS   ηέηνηα ώζηε γηα έλαλ ζεηηθό αθέξαην n , όιεο νη 
κεξηθέο παξάγωγνη aD f  , 0 ,
Na N a n   λα ππάξρνπλ θαη λα είλαη ζπλερείο.  Σόηε, γηα 
όια ηα ,t a S  ππάξρνπλ  , 0,1    πνπ εμαξηόληαη από ην t  ηέηνηα ώζηε: 
  
 
     
1 !
a
a a
a
a n a n
D f a
f t t a Q t t a
a  
         (30) 
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όπνπ: 
 
        
1
Re Im
!
a a
aQ t D f a t a i D f a t a
a
               (31) 
 
Απόδειξη: Γηα ηελ απόδεημε βιέπε Sasvari Zoltan, 2013, Multivariate Characteristic and 
Correlation Functions, ζειίδα 269. 
 
Από ην ζεώξεκα Taylor γηα ζπλαξηήζεηο πνιιώλ κεηαβιεηώλ θαη από ηελ Πξόηαζε 3.35 
πξνθύπηεη ην αθόινπζν ζεώξεκα: 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ 3.42: Έζηω X  έλα ηπραίν δηάλπζκα κε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ( )
X
F x  θαη 
ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ( )
X
u  θαη όιεο νη ξνπέο α ηάμεο ππάξρνπλ, έρνπκε όηη: 
      
( )
( ) ,
!
a
a a N
aX
a n a n
E X
u iu R u u u
a

 
        (32) 
 
όπνπ: 
         
1
1
0
, 0 1
!
na a
a
n
R u D x u D x dx
a
 

        (33) 
Αλ αληί γηα ην ζεώξεκα Taylor γηα ζπλαξηήζεηο πνιιώλ κεηαβιεηώλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ην 
Θεώξεκα 3.42 ζε ζπλδπαζκό κε ηελ πξόηαζε 3.35 έρνπκε ην αθόινπζν, πην βνιηθό ζηε 
ρξήζε, Θεώξεκα: 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ 3.43: Έζηω X  έλα ηπραίν δηάλπζκα κε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ( )
X
F x  θαη 
ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ( )
X
u  θαη όιεο νη ξνπέο α ηάμεο ππάξρνπλ. Σόηε, ππάξρνπλ 
 , 0,1    πνπ εμαξηόληαη από ην u  ηέηνηα ώζηε: 
        
1
( )
!
a
a a
a
a n a n
E X
u iu Q u u
a

  
       (34) 
 
όπνπ: 
      
1
Re Im
!
a a
aQ u D f u i D f u
a
         (35) 
Πνιύ ζπρλά ρξεζηκνπνηείηαη θαη ην αθόινπζν πόξηζκα: 
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ΠΟΡΙ΢ΜΑ 3.44: Έζηω         1 2, ,..., NX X X   X  έλα ηπραίν δηάλπζκα 
ηέηνην ώζηε  2jE X    γηα όια ηα j . Γηα ηε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε  X u  ηνπ 
ηπραίνπ δηαλύζκαηνο έρνπκε όηη:  
        ,
1 , 1
1
1
2
N N
N
j j i j i j i jX
j i j
u i E X u E X X R u u u u
 
     
     (36) 
όπνπ    , 2i j i jR u E X X  θαη  ,
0
lim 0i j
u
R u

  . 
Επηπιένλ, ππάξρνπλ  , 0,1    πνπ εμαξηόληαη από ην u  ηέηνηα ώζηε: 
        , ,
1 , 1
1
1 Re Im
2 i j i j
N N
N
j j u u u u i jX
j i j
u i E X u u i u u u u    
 
     
   (37) 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ 3.45: Έζηω         1 2, ,..., NX X X   X  έλα ηπραίν δηάλπζκα κε 
ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε  1 2, ,..., Nu u u  . Τπνζέηνπκε όηη θάζε ζπληζηώζα  jX  ηνπ 
ηπραίνπ δηαλύζκαηνο   X  έρεη πεπεξαζκέλεο ξνπέο κέρξη ηάμεο m. Σόηε όιεο νη ξνπέο 
γηλόκελν ηάμεο m ηνπ ηπραίνπ δηαλύζκαηνο  X  ππάξρνπλ. Επηπιένλ ηζρύεη όηη: 
 
 
 1 2
1 2
1 2
1 2
1 2
1 2
... 0
, ,...,
...
...
N
N
N
m
N j j jm
Nj j j
N
t t t
u u u
i E X X X
t t t

  
 
  
    
  (38) 
κε 
1 2 ... Nj j j m     . 
 
Απόδειξη: Γηα ηελ απόδεημε βιέπε Lukacs E. and Laha R.G., 1964, Applications of 
Characteristic Functions, ζειίδα 25. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4 
΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΔΙ΢ ΑΤΣΟ΢Τ΢ΥΔΣΙ΢Η΢ 
 
4.1) Διζαγωγή και Βαζικοί Οπιζμοί 
 
΢ην θεθάιαην απηό ζα κειεηήζνπκε κηα θαηεγνξία ζεηηθά νξηζκέλωλ ζπλαξηήζεωλ, ηηο 
ζπλαξηήζεηο απηνζπζρέηηζεο. Θα μεθηλήζνπκε κε ηνλ νξηζκό ηεο ζπλάξηεζεο 
απηνζπζρέηηζεο ηεο ζηνραζηηθήο ζπλάξηεζεο δεπηέξαο ηάμεωο  ,X t  , ε νπνία είλαη κία 
ληεηεξκηληζηηθή ζπλάξηεζε δύν κεηαβιεηώλ θαη ζα ηε ζπκβνιίδνπκε κε  ,X XR t t  . Η 
αλάιπζε καο βαζίζηεθε ζηνλ LOÈVE, M., 1977, Probability Theory 2, Springer ζειίδεο 131 
-139 θαη ζηνλ Γ.Α. Αζαλαζνύιε, ΢εκείωζεηο γηα ην κάζεκα “΢ηνραζηηθή Μνληεινπνίεζε 
Μαθξνζθνπηθώλ Φαηλνκέλωλ θαη Γηαδηθαζηώλ’’,Σκήκα Ναππεγώλ Μεραλνιόγωλ 
Μεραληθώλ, Δζληθό Μεηζόβην Πνιπηερλείν. 
Έρνπκε όηη: 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 4.1: Έζηω  ,X t  , t T  ζηνραζηηθή ζπλάξηεζε δεπηέξαο ηάμεωο. Η ζσνάρηηζη 
ασηοζσζτέηιζης ηεο  ,X t  είλαη ε ληεηεξκηληζηηθή ζπλάξηεζε δύν κεηαβιεηώλ  ,X XR t t  
πνπ νξίδεηαη ζην T T ,όπνπ NT   , ωο εμήο:
 
 
 
     , , ,X XR t t X t X tE
    
 
.    (1) 
Δπνκέλωο, από θάζε ζηνραζηηθή ζπλάξηεζε δεηέξαο ηάμεωο  ,X t  , νξίδεηαη κε 
κνλνζήκαλην ηξόπν ε ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο ηεο  ,X t  . 
Μέζω ηεο αληζόηεηαο Cauchy-Schwartz έρνπκε όηη 
      , , ,
Cauchy Schwarz
X XR t t X t X tE
  

   
 
 
        
1/2 1/2
, , , ,X t X t X t X tE E          
     
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Αληηζηξόθωο, αλ ε  ,X XR t t νξίδεηαη θαη είλαη πεπεξαζκέλε, ηόηε γηα θάζε t T  
   
2
, ,XX t R t tE
     
 
 
Μπνξνύκε ζπλεπώο λα νξίζνπκε ελαιιαθηηθά κηα ζηνραζηηθή ζπλάξηεζε δεπηέξαο ηάμεωο 
ωο κηα ζηνραζηηθή ζπλάξηεζε ε νπνία έρεη ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο. 
΢ε απηό ην ζεκείν ζα δνύκε νξηζκέλεο βαζηθέο ηδηόηεηεο πνπ πιεξνί θάζε ζπλάξηεζε 
 ,XR t t  νξηζκέλε ζην T T , ε νπνία είλαη ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο κηαο ζηνραζηηθήο 
ζπλάξηεζεο δεπηέξαο ηάμεωο  , ,X t t T  . Αο ζεκεηωζεί όηη γηα ράξε ζπληνκίαο όηαλ ζα 
αλαθέξεηαη απζαίξεηα κηα ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο, ζα ελλνείηαη όηη πξόθεηηαη  γηα ηε 
ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο θάπνηαο ζηνραζηηθήο ζπλάξηεζεο δεπηέξαο ηάμεωο. Οη 
ζπλαξηήζεηο απηνζπζρέηηζεο έρνπλ ηελ ζεκαληηθή ηδηόηεηα όηη είλαη ζεηηθά νξηζκέλεο 
ζπλαξηήζεηο. Τπελζπκίδνπκε ηνλ αθόινπζν νξηζκό: 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 4.2: Λέκε όηη κηα κηγαδηθή ζπλάξηεζε  ,R t t  κε  ,t t T T   είλαη μη 
αρνηηικά οριζμένη  αλ γηα θάζε πεπεξαζκέλν ππνζύλνιν nT T  (κε # nT n  ) θαη 
θάζε ζπλάξηεζε  1 2: , ,...,n nh T t t t   ηζρύεη:  
      
1 1
, 0
n n
i j i j
i j
R t t h t h t
 
   (2) 
 
΢ηε ζπλέρεηα, ζα απνδείμνπκε όηη θάζε ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο είλαη κε αξλεηηθά 
νξηζκέλε. Έρνπκε ζπλεπώο ηελ πξόηαζε: 
ΠΡΟΣΑ΢Η 4.3: Έζηω  , ,X t t T   κηα ζηνραζηηθή ζπλάξηεζε δεύηεξεο ηάμεο θαη 
 ,R t t ,  ,t t T T    ε ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζήο ηεο. Σόηε ε  ,R   είλαη κε αξλεηηθά 
νξηζκέλε.  
Απόδειξη: Θέινπκε λα δείμνπκε όηη γηα θάζε  1 2, ,...,n nT t t t T   θαη θάζε ζπλάξηεζε 
: nh T  ηζρύεη      
1 1
, 0
n n
i j i j
i j
R t t h t h t
 
 .  
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Έζηω ινηπόλ  1 2, ,...,n nT t t t T   θαη : nh T  . Σόηε: 
               
1 1 1 1
, , ,
n n n n
i j i j i j i j
i j i j
R t t h t h t X t X t h t h tE   
   
  
     
        
1 1
, ,
n n
i j i j
i j
X t X t h t h tE   
 
 
  
 
  
        
1 1
, ,
n n
i i j j
i j
X t h t X t h tE   
 
 
  
 
   
            
2
1 1 1
, , , 0
n n n
i i j j i i
i j i
X t h t X t h t X t h tE E   
  
  
    
     
     
Αο ζεκεηώζνπκε όηη ηζρύεη ην ηζρπξόηεξν απνηέιεζκα: 
ΘΔΩΡΗΜΑ 4.4: Μία ζπλάξηεζε  ,R t t ,  ,t t T T    είλαη κε αξλεηηθά νξηζκέλε αλ θαη 
κόλν αλ είλαη ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο. 
Απόδειξη: Βιέπε LOEVE, 1978, Probability Theory II, ζειίδεο 132-133. 
Αο δνύκε ηώξα νξηζκέλεο ζεκαληηθέο ηδηόηεηεο πνπ έρεη κηα ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο. 
ΠΡΟΣΑ΢Η 4.5: Έζηω  ,R t t ,  ,t t T T    κηα ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο. Σόηε 
ηζρύνπλ  ηα αθόινπζα: 
(1)  , 0R t t   
(2) Η  ,R    είλαη εξκηηηαλή, δειαδή    1 2 1 2, ,R t t R t t  
(3)        2 2 2 1 1 2 1 1, , , , 0R t t R t t R t t R t t     
(4)               
2
1 2 2 2 2 1 1 2 1, , , , , , ,R t t R t t R t t R t t R t t R t t R t t     , 
              
2
1 2 2 2 2 1 1 2 1, , , , , , ,R t t R t t R t t R t t R t t R t t R t t      
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Απόδειξη: Δθόζνλ ε  ,R   είλαη ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο, ππάξρεη κηα  ζηνραζηηθή 
ζπλάξηεζε δεύηεξεο ηάμεο ζηνραζηηθή ζπλάξηεζε δεύηεξεο ηάμεο  , ,X t t T   ηέηνηα 
ώζηε      , , ,R t t X t X tE        . ΢πλεπώο νη ηδηόηεηεο πξνθύπηνπλ ωο εμήο: 
(1)        
2
, ; ; ; 0R t t X t X t X tE E       
   
. Πξνθύπηεη από ην κε 
αξλεηηθά νξηζκέλε αλ ζεωξήζνπκε  1T t  θαη 1:h T   κε   1h t  . 
(2)            1 2 1 2 1 2 1 2, ; ; ; ; ,R t t X t X t X t X t R t tE E
         
   
.  
(3)            2 2 2 1 1 2 1 1 2 2, , , , ; ;R t t R t t R t t R t t X t X tE
      
 
           2 1 1 2 1 1; ; ; ; ; ;X t X t X t X t X t X tE E E
               
     
             2 2 1 1 2 1; ; ; ; ; ;X t X t X t X t X t X tE E               
              
2
2 1 2 1 2 1; ; ; ; ; ; 0X t X t X t X t X t X tE E
            
    
 Πξνθύπηεη   από ην κε αξλεηηθά νξηζκέλε αλ ζεωξήζνπκε  2 1 2,T t t  θαη 
2:h T   κε  1 1h t  ,  2 1h t  .  
(4)            
2
2
1 2 1 2, , ; ; ; ;R t t R t t X t X t X t X tE E
          
   
      
2
1 2; ; ;
C S
X t X t X tE    

  
 
   
2
; ;X t X tE    
 
         1 2 1 2; ; ; ;X t X t X t X tE         
          2 2 2 1 1 2 1, , , , ,R t t R t t R t t R t t R t t     
Οκνηώο πξνθύπηεη θαη όηη 
              
2
1 2 2 2 2 1 1 2 1, , , , , , ,R t t R t t R t t R t t R t t R t t R t t     .    
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 4.6: Έζηω  ,X t  , t T  ζηνραζηηθή ζπλάξηεζε δεπηέξαο ηάμεωο. Η ζσνάρηηζη 
ασηοζσνδιακύμανζης ηεο  ,X t  είλαη ε ληεηεξκηληζηηθή ζπλάξηεζε δύν κεηαβιεηώλ 
 1 2,X XC t t  πνπ νξίδεηαη ζην T T  ωο εμήο: 
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           
     
1 2 1 1 2 2
1 2 1 2
, ; ;
,
X XX X
X XX X
C t t E X t m t X t m t
R t t m t m t
      
  
 
  (3) 
Η δεπηεξνηάμηα απηή ξνπή απνηειεί νπζηαζηηθά έλα κέηξν ηεο ζπζρέηηζεο ηωλ ηηκώλ ηεο 
ζηνραζηηθήο δηαδηθαζίαο  ,X t   γηα ηηο ρξνληθέο ζηηγκέο 1t  θαη 2t . Από ηε ζρέζε (3) 
πξνθύπηεη όηη αλ ε κέζε ηηκή ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο X  είλαη ίζε κε ην κεδέλ, ηόηε νη 
ζπλαξηήζεηο  1 2,X XC t t  θαη ηαπηίδνληαη. Δπηπιένλ, ζηελ πεξίπηωζε πνπ έρνπκε 1 2t t t   
ε ζρέζε (3) γίλεηαη: 
     
     
2
2
2
, ; XX X
X X
C t t E X t m t
x m t f x dx t
 



   
  
    
   
Η ζπλάξηεζε    2, XX XC t t t  νλνκάδεηαη ζσνάρηηζη διακύμανζης ηεο ζηνραζηηθήο 
δηαδηθαζίαο  ,X t   θαη ε ζπλάξηεζε    ,X X Xt C t t   νλνκάδεηαη ζσνάρηηζη 
ησπικής απόκλιζης. Γηα ηε κέηξεζε ηνπ βαζκνύ ζπζρέηηζεο ηωλ ηπραίωλ κεηαβιεηώλ 
 1 ;X t   θαη  2 ;X t   ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ ζσνηελεζηή ζσζτέηιζης  1 2,XX t t , ν νπνίνο 
νξίδεηαη ωο εμήο: 
  
 
   
1 2
1 2
1 2
,
,
X X
XX
X X
C t t
t t
t t

 
   (4) 
 
Ο ζπληειεζηήο ζπζρέηηζεο είλαη έλα αδηάζηαην κέγεζνο θαη ζπλεπώο καο ελδηαθέξεη κόλν ην 
πξόζεκν ηνπ γηα λα ζπκπεξάλνπκε αλ νη ηπραίεο κεηαβιεηέο είλαη ζεηηθά ε αξλεηηθά 
ζπζρεηηζκέλεο. 
Πξέπεη λα ηνλίζνπκε όηη όιεο νη πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο θαηαλνκέο κίαο Gaussian 
random process είλαη πιήξωο νξηζκέλεο αλ γλωξίδνπκε ηε κέζε ηηκή θαη ηε ζπλάξηεζε 
απηνζπζρέηηζεο (ξνπέο πξώηεο θαη δεύηεξεο ηάμεο).  
ΘΔΩΡΗΜΑ 4.7: Μία κηγαδηθή (πξαγκαηηθή) ζπλάξηεζε K  νξηζκέλε ζην T T  είλαη ε 
ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο ή ζπλάξηεζε απηνζπλδηαθύκαλζεο κίαο δεύηεξεο ηάμεο 
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κηγαδηθήο ( πξαγκαηηθήο) ηπραίαο ζπλάξηεζεο αλ θαη κόλνλ αλ γηα θάζε πεπεξαζκέλε 
επηινγή  1 2, ,..., Nt t t T  ν πίλαθαο: 
  
,
,
n
i j
i j
K t t  
Δίλαη ζεηηθά εκηνξηζκέλνο ( θαη ζπκκεηξηθόο αληίζηνηρα). 
Απόδειξη: Έζηω όηη ε :K T T   είλαη ε ζπλάξηεζε απηνζπλδηαθύκαλζεο κηαο 
κηγαδηθήο ηπραίαο ζπλάξηεζεο  , ,X t t T   . Έρνπκε όηη:  
 
           
    
, 1 , 1
2
1
, ; ;
; 0
n n
i j i j i X i j X j i j
i j i j
n
j j X j
j
K t t c c E X t m t X t m t c c
E c X t m t


 

 

    
  
  
 

  
Γηα θάζε 1 2, ,..., nc c c   θαη ε ζπλάξηεζε :K T T   είλαη κία ζεηηθά εκηνξηζκέλε 
ζπλάξηεζε. ΢ηελ πεξίπηωζε πνπ ε ηπραία ζπλάξηεζε είλαη πξαγκαηηθή, ε ζπλάξηεζε 
:K T T   είλαη ζπκκεηξηθή θαη ε παξαπάλω ζρέζε ηζρύεη γηα θάζε 1 2, ,..., nc c c  . 
Με ηνλ ίδην αθξηβώο ηξόπν απνδεηθλύεηαη θαη ε πεξίπηωζε ηεο ζπλάξηεζεο απηνζπζρέηηζεο.  
 
4.2 ) ΢ηοιχεία από ηον μέζο ηεηπαγωνικό λογιζμό 
΢ηε ζπλέρεηα ζα θάλνπκε κηα ζύληνκε αλαθνξά ζηε ζπλέρεηα θαη ηε δηαθνξηζηκόηεηα ηωλ 
δεύηεξνηάμηωλ ηπραίωλ ζπλαξηήζεωλ. Θα δνύκε όηη  ν κέζνο ηεηξαγωληθόο ινγηζκόο αλάγεη 
ηελ παξαγωγηζηκόηεηα (νινθιεξωζηκόηεηα) κίαο ζηνραζηηθήο δηαδηθαζίαο  ,X t   ζηελ 
παξαγωγηζηκόηεηα (νινθιεξωζηκόηεηα) ηεο ζπλάξηεζεο απηνζπζρέηηζεο απηήο. Γηα 
πεξηζζόηεξα γηα ηε κέζε ηεηξαγωληθή ζπλέρεηα θαη παξαγωγηζηκόηεηα, ν ελδηαθεξόκελνο 
αλαγλώζηεο παξαπέκπεηαη ζηηο ζεκείωζεηο ηνπ Γ.Α. Αζαλαζνύιε γηα ην κάζεκα 
“΢ηνραζηηθή Μνληεινπνίεζε Μαθξνζθνπηθώλ Φαηλνκέλωλ θαη Γηαδηθαζηώλ’’, Σκήκα 
Ναππεγώλ Μεραλνιόγωλ Μεραληθώλ, Δζληθό Μεηζόβην Πνιπηερλείν. Να ζεκεηωζεί όηη γηα 
ηηο ζηνραζηηθέο ζπλαξηήζεηο  , ,X t t T   ην ζύλνιν T  είλαη είηε ην  είηε θάπνην 
δηάζηεκα ηνπ, ηα νπνία κε ηε ζπλήζε ηνπνινγία ηνπ  καο επηηξέπνπλ λα δηαηππώλνπκε 
έλλνηεο νξίνπ. 
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ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 4.8: Θα ιέκε όηη κία ζηνραζηηθή δηαδηθαζία δεπηέξαο ηάμεωο  ,X t  , όηαλ 
0t t  , ζσγκλίνει καηά μέζη ηεηραγωνική έννοια  πξνο ηελ ηπραία κεηαβιεηή  0A  , εάλ 
θαη κόλνλ εάλ  
    
0
2
0lim ; 0
t t
E X t A  

  
  
  (5) 
 
Η κέζε ηεηξαγωληθή ζύγθιηζε ηεο δηαδηθαζίαο  ,X t   αλαθέξεηαη θαη ωο 2L  ζύγθιηζε 
δεδνκέλνπ όηη αληηζηνηρεί ζηε ζύγθιηζε ζηνλ ρώξν Hilbert ηωλ ζηνραζηηθώλ δηαδηθαζηώλ 
δεπηέξαο ηάμεωο.  
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 4.9: Μία ζηνραζηηθή δηαδηθαζία δεπηέξαο ηάμεωο  ,X t   ζα ιέγεηαη ζσνετής 
καηά μέζη ηεηραγωνική έννοια ζην ζεκείν 0t T  αλ θαη κόλνλ αλ ην κέζν ηεηξαγωληθό 
όξην  
0
. ;
t t
ms lim X t 

 ππάξρεη θαη ηζνύηαη κε  0;X t   . 
Σν αθόινπζν ζεώξεκα καο δίλεη κηα ηθαλή θαη αλαγθαία ζπλζήθε γηα λα είλαη κηα 
ζηνραζηηθή δηαδηθαζία ζπλερήο θαηά κέζε ηεηξαγωληθή έλλνηα θαη καο δείρλεη επίζεο πωο ν 
κέζνο ηεηξαγωληθόο ινγηζκόο ζπλδέεηαη κε ηε ζπλάξηεζε απηόζπζρέηηζεο. 
ΘΔΩΡΗΜΑ 4.10: Μία ζηνραζηηθή ζπλάξηεζε  ,X t   είλαη κέζν- ηεηξαγωληθά ζπλερήο 
ζην ζεκείν 0t T  , αλ θαη κόλνλ αλ ε ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο απηήο,  1 2,X XR t t  , 
είλαη ζπλερήο ( θαηά ηε ζπλήζε έλλνηα) ζην ζεκείν  0 0,t t  , δειαδή εάλ  
    
1 2
0 1 0 2 0 0
, 0
lim , ,X X X X
h h
R t h t h R t t

     (6) 
 
Απόδειξη: Γηα ηελ απόδεημε βιέπε Γ.Α. Αζαλαζνύιε, ζεκεηώζεηο γηα ην κάζεκα 
“΢ηνραζηηθή Μνληεινπνίεζε Μαθξνζθνπηθώλ Φαηλνκέλωλ θαη Γηαδηθαζηώλ’’, Σκήκα  
 
Ναππεγώλ Μεραλνιόγωλ Μεραληθώλ, Δζληθό Μεηζόβην Πνιπηερλείν, Κεθάιαην 7, ζειίδα 
12. 
ΘΔΩΡΗΜΑ 4.11: Αλ ε ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο  1 2,X XR t t  ηεο ζηνραζηηθήο 
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δηαδηθαζίαο  ,X t   είλαη ζπλερήο ζε θάζε ζεκείν  ,t t  ηεο δηαγωλίνπ ηνπ πεδίνπ νξηζκόπ 
ηεο, ηόηε ζα είλαη ζπλερήο θαη ζε θάζε ζεκείν  1 2,t t T  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο. 
 
Απόδειξη: Γηα ηελ απόδεημε βιέπε Γ.Α. Αζαλαζνύιε, ζεκεηώζεηο γηα ην κάζεκα 
“΢ηνραζηηθή Μνληεινπνίεζε Μαθξνζθνπηθώλ Φαηλνκέλωλ θαη Γηαδηθαζηώλ’’, Σκήκα 
Ναππεγώλ Μεραλνιόγωλ Μεραληθώλ, Δζληθό Μεηζόβην Πνιπηερλείν, Κεθάιαην 7, ζειίδα 
13. 
ΘΔΩΡΗΜΑ 4.12: Η ζηνραζηηθή ζπλάξηεζε   ,X t   είλαη κέζν-ηεηξαγωληθά ζπλερήο ζην 
δηάζηεκα  ,a b  , εάλ θαη κόλνλ εάλ ε ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο απηήο  1 2,X XR t t  είλαη 
ζπλερήο ( θαηά ηε ζπλήζε έλλνηα) ζην δηάζηεκα    , ,a b a b  . 
Δπηπιένλ, ηζρύεη ην αθόινπζν ελδηαθέξνλ ζεώξεκα γηα ηε ζπλέρεηα ηεο ζπλάξηεζεο κέζεο 
ηηκήο θαη ην πώο ζπλδέεηαη απηή κε ηε κεζνηεηξαγωληθή ζπλέρεηα. 
ΘΔΩΡΗΜΑ 4.13: Δάλ ε ζηνραζηηθή ζπλάξηεζε   ,X t   είλαη κέζν-ηεηξαγωληθά ζπλερήο 
ζε έλα  δηάζηεκα  ,a b , ηόηε θαη ε ζπλάξηεζε κέζεο ηηκήο απηήο,  Xm t , ζα είλαη ζπλερήο 
(θαηά ηε ζπλήζε έλλνηα ζην ίδην δηάζηεκα). 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 4.14: Μία ζηνραζηηθή δηαδηθαζία δεπηέξαο ηάμεωο  ,X t   ζα νλνκάδεηαη 
παραγωγίζιμη καηά μέζη ηεηραγωνική έννοια ζην ζεκείν 0t T  , αλ ππάξρεη κηα ηπραία 
κεηαβιεηή  0 ,X t   ηέηνηα ώζηε:  
 
   
 0 0 0
0
; ;
.lim ,X
h
X t h X t
ms t
h
 


 
    (7) 
Η  0 ,X t   νλνκάδεηαη κέζε ηεηξαγωληθή παξάγωγνο ηεο  ,X t   ζην ζεκείν 0t T  θαη 
ζα ζπκβνιίδεηαη κε  0 ,X t   . 
Σν παξαθάηω ζεώξεκα καο δείρλεη ηε ζρέζε πνπ ππάξρεη κεηαμύ ηεο κέζεο ηεηξαγωληθήο 
παξαγωγηζηκόηεηαο θαη ηεο ζπλάξηεζεο απηνζπζρέηηζεο. Πξέπεη όκωο λα ηνλίζνπκε όηη ε 
ζρέζε απηή αλαθέξεηαη ζηηο αλαιπηηθέο ηδηόηεηεο ηωλ ζηνραζηηθώλ δηαδηθαζηώλ ρωξίο λα 
δίλεη πιεξνθνξία γηα ηελ πηζαλνζεωξεηηθή δνκή ηνπο. 
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ΘΔΩΡΗΜΑ 4.15: Η ζηνραζηηθή δηαδηθαζία  ,X t   είλαη κέζν-ηεηξαγωληθά παξαγωγίζηκε 
ζην ζεκείν 
0t T  , αλ θαη κόλνλ αλ ππάξρεη ε κηθηή παξάγωγνο 
 2 0 0
1 2
,X XR t t
t t

 
 . 
΢ηε ζπλέρεηα ζα αλαθέξνπκε  ιίγα πξάγκαηα γηα ην Riemann – Stieltjes νινθιήξωκα θαη γηα 
ηελ νινθιήξωζε θαηά κέζε ηεηξαγωληθή έλλνηα. 
Έζηω 
1 2 1: ...I nD a t t t b      λα είλαη κία δηακεξίζε ηνπ δηαζηήκαηνο [ , )I a b  
θαη  νξίδνπκε   1maxI k k
k n
D t t

   ηε ιεπηόηεηα ηεο δηακέξηζεο.  Δάλ 
   
1[ , )
1
I k k
n
D k t t
k
X t X I t


   είλαη κία ηπραία ζπλάξηεζε βήκαηνο, ζέηνπκε 
         1
1
, , , ,
I
n
D k k k
kI
X t d Y t X Y t Y t   

    (8) 
΢ηε γεληθή πεξίπηωζε όπνπ  ,X t  είλαη κία δέπηεξεο ηάμεο ηπραία ζπλάξηεζε,ζεηνπκε  
  1,k k k k kX X t t t t      θαη έρνπκε: 
 
       
       
0
, , lim , ,
, , lim , ,
I
I
D
D
I I
a
Ib
X t d Y t ms X t d Y t
X t d Y t ms X t d Y t
   
   

  
  


 
 
  (9) 
Γεδνκέλνπ όηη ην δεύηεξν όξην ππάξρεη, ηόηε θαη ην πξώην όξην ππάξρεη γηα ηελ αθνινπζία 
ηωλ δηακεξίζεωλ ID θαη είλαη αλεμάξηεην από ηελ επηινγή ηωλ αληίζηνηρωλ kt  . 
 
΢ηε ζπλέρεηα αθνινπζεί ν νξηζκόο ηεο κέζεο ηεηξαγωληθήο νινθιεξωζηκόηεηαο. Δίλαη 
ζεκαληηθό λα ηνλίζνπκε όηη ν αθόινπζνο νξηζκόο δελ εμαξηάηαη από ηελ ηπραία ζπλάξηεζε  
 ,Y t   αιιά από ηηο πξνζαπμήζεηο απηήο  ,Y t  . Αληίζηνηρα, δελ καο απαζρνιεί ε 
ζπλάξηεζε δηαθύκαλζεο  ,YR t t  ηεο  ,Y t   αιιά νη πξνζαπμήζεηο απηήο 
     , , ,YR t t E Y t Y t        . 
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ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 4.16: Έζηω όηη ε ηπραία ζπλάξηεζε δεύηεξεο ηάμεο  ,X t   είλαη αλεμάξηεηε 
από ηε δεύηεξεο ηάμεο ζπλάξηεζε πξνζαπμήζεωλ  ,Y t   ζην δηάζηεκα I I ην νπνίν 
είλαη πεπεξαζκέλν ή άπεηξν. Σόηε: 
Σν νινθιήξωκα    , ,X t dY t   ππάξρεη αλ θαη κόλν αλ ην νινθιήξωκα 
   , ,Y Y
I I
R t t d d R t t    ππάξρεη θαη αλ ηα παξαθάηω νινθιεξώκαηα ππάξρνπλ θαηά κέζε 
ηεηξαγωληθή έλλνηα, ηόηε: 
 
       
      
, , , ,
, , , ,
s s
I I
s s
Y
I I
E X t d Y t X t d Y t
E X t X t d d R t t
   
 



  
   
  
  
 
 
  (10) 
όπνπ ηα δηπιά νινθιεξώκαηα είλαη Riemann – Stieltjes νινθιεξώκαηα. 
 
Σέινο, παξαζέηνπκε ηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο θξαγκέλεο θύκαλζεο, ε νπνία ζα καο 
ρξεηαζηεί ζε επόκελε ελόηεηα. 
Έζηω 1 2 1: ... nD a t t t b      θαη 1 2 1: ... nD a t t t b          λα είλαη δύν 
δηαθνξεηηθέο δηακεξίζεηο ηνπ δηαζηήκαηνο [ , )I a b  θαη  έζηω 
     1k kY t Y t Y t    θαη      1k kY t Y t Y t       νη αληίζηνηρεο 
πξνζαπμήζεηο ηεο  Y t γηα kt t D   θαη kt t D    . Θα ιέκε όηη ε ζπλάξηεζε  ,YR t t  
 
είλαη θραγμένης κύμανζης ζην ζύλνιν I I  αλ θαη κόλνλ αλ ππάξρεη κία ζηαζεξά Ic  
ηέηνηα ώζηε  
      ,Y I
t D t D t D t D
E Y t Y t R t t c
      
               (11) 
 
αλεμάξηεηα από ηελ επηινγή ηωλ D  θαη D  θαη γξάθνπκε όηη  ,Yd d R t t     . 
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ΠΟΡΙ΢ΜΑ 4.17: Δάλ ε ηπραία ζπλάξηεζε  ,X t   είλαη: 
 ζπλερήο θαηά κέζε ηεηξαγωληθή έλλνηα ζην δηάζηεκα I I   
 αλεμάξηεηε από ηε ηπραία ζπλάξηεζε ηωλ πξνζαπμήζεωλ  Y t  θαη 
 αλ ε ζπλάξηεζε δηαθύκαλζεο  ,XR t t  είλαη θξαγκέλε είλαη θξαγκέλε ελώ ε 
ζπλάξηεζε  δηαθύκαλζεο  ,YR t t  είλαη θξαγκέλεο θύκαλζεο , ηόηε 
ην νινθιήξωκα    , ,
I
X t d Y t   ππάξρεη. 
Πεξηζζόηεξα γηα ηεο ζπλαξηήζεηο θξαγκέλεο θύκαλζεο θαζώο θαη γηα ηε ζηνραζηηθή 
νινθιήξωζε κπνξεί λα βξεη θαλείο πνιύ αλαιπηηθά ζηηο ζεκεηώζεηο ηνπ  Γ.Α. Αζαλαζνύιε 
γηα ην κάζεκα “΢ηνραζηηθή Μνληεινπνίεζε Μαθξνζθνπηθώλ Φαηλνκέλωλ θαη 
Γηαδηθαζηώλ’’, Σκήκα Ναππεγώλ Μεραλνιόγωλ Μεραληθώλ, Δζληθό Μεηζόβην 
Πνιπηερλείν, Κεθάιαην 2, ζειίδεο 23-54. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 5 
 
ΣΑ ΘΔΩΡΗΜΑΣΑ MERCER ΚΑΙ KARHUNEN-LOEVE 
 
5.1) ΢ηοισεία από ηη Θεωπία Σελεζηών 
 
5.1.1) Βαζικοί Οπιζμοί και αποηελέζμαηα 
 
Πξνηνύ πξνρσξήζνπκε ζηελ παξάζεζε ησλ ζεσξεκάησλ Mercer θαη Karhunen-Loeve ζα 
αλαθέξνπκε θάπνηεο έλλνεηο από ηελ ζπλαξηεζηαθή αλάιπζε νη νπνίεο ζα καο θαλνύλ πνιύ 
ρξήζηκεο ζηε ζπλέρεηα. Γηα ηελ αλάιπζε καο βαζηζηήθακε θπξίσο ζηηο  ζεκεηώζεηο ηνπ  Γ.Α. 
Αζαλαζνύιε γηα ην κάζεκα “Πξνηππνπνίεζε ηνπ ΢πλερνύο’’, Σκήκα Ναππεγώλ 
Μεραλνιόγσλ Μεραληθώλ, Εζληθό Μεηζόβην Πνιπηερλείν, ζηνλ Vulikh B.Z., 1976, A Brief 
Course in the Theory of Functions of a Real Variable (An Itroduction to the Theory of the 
Integral), Mir Publishers Moscow ζειίδεο 237-256, ζηνλ  Υ.Γ. Καξπνθύιιε, 1995, ΢ηνηρεία 
΢πλαξηεζηαθήο Αλάιπζεο, Εθδόζεηο Ζήηε ζειίδεο 84-134. ΢ηνλ Sasvari Zoltan ,2013, 
Multivariate Characteristic and Correlation Functions, ζειίδεο 67-92, ζηνλ John B. Conway, 
1985, A Course in Functional Analysis, Κεθάιαην 5, ζειίδεο 47-50, ζηνλ J.R. Retherford, 
1993, Hilbert Space: Compact Operators and the Trace Theorem, θεθάιαην VII, ζειίδεο 60-
64, ζηηο ζεκεηώζεηο ηνπ Γ.Α. Αζαλαζνύιε γηα ηα θάζκαηα θαη γηα ρώξνπο κε εζσηεξηθό 
γηλόκελν, ζηνπο Gikhman I.I., Skorohhod A.V., 1969, Introduction to the Theory of Random 
Processes, W.B. Saunders Company , θεθάιαην 5 αιιά θαη ζε πνιιέο άιιεο πεγέο νη νπνίεο 
παξνπζηάδνληαη αλαιπηηθά ζηε βηβιηνγξαθία ζην ηέινο ηεο ελόηεηαο. 
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 5.1: Γξακκηθνί ρώξνη εθνδηαζκέλνη κε εζσηεξηθό γηλόκελν ζα νλνκάδνληαη 
τώροη εζωηερηθού γηλοκέλοσ. Κάζε εζσηεξηθό γηλόκελν παξάγεη θαηά θπζηθό ηξόπν κηα 
λόξκα θαη κηα κεηξηθή. Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη κηα δεδνκέλε λόξκα κπνξεί λα παξάγεηαη ή 
λα κελ παξάγεηαη από εζσηεξηθό γηλόκελν.  
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 5.2: Έλαο ρώξνο εζσηεξηθνύ γηλνκέλνπ ν νπνίνο είλαη πιήξεο (κε ηελ επαγόκελε 
λόξκα) νλνκάδεηαη τώρος Hilbert.  
 
΢ηε ζπλέρεηα ππελζπκίδνπκε ηνπο αθόινπζνπο νξηζκνύο γηα ηελ νξζνγσληόηεηα θαη ηελ 
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νξζνθαλνληθόηεηα ελόο ζπλόινπ. 
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 5.3: Έζησ V  έλαο δηαλπζκαηηθόο ρώξνο κε εζσηεξηθό γηλόκελν. Έλα 
ππνζύλνιν S  κε κεδεληθώλ δηαλπζκάησλ ηνπ V  ζα ιέγεηαη ορζογώληο όηαλ νπνηαδήπνηε 
δύν δηαθνξεηηθά δηαλύζκαηα ηνπ S  είλαη νξζνγώληα κεηαμύ ηνπο, δειαδή γηα ,x y V   
ηζρύεη όηη , 0x y  .  
 
΢εκεηώλνπκε επίζεο όηη ζηε πεξίπησζε πνπ δύν δηαθνξεηηθά δηαλύζκαηα ηνπ S  είλαη 
νξζνγώληα, δειαδή γηα ,x y V , ηζρύεη όηη:  
2 2 2
x y x y      (ΠΤΘΑΓΟΡΔΙΟ ΘΔΩΡΗΜΑ)  
Απόδειξη:  
 
2
2 2
2 2
,
, , , ,
, ,
x y
x y x y x y
x x x y y x y y
x x y x y y
x y

    
    
    
 
  
 
Επηπιένλ, εληειώο αλάινγα, απνδεηθλύεηαη όηη:  
 
 
2 2 2 2
1 2 1 2
, 1,2,3,...,
... ...
n m
N N
x x n m N
x x x x x x
      
       
  (1) 
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 5.4: Έζησ V  έλαο δηαλπζκαηηθόο ρώξνο κε εζσηεξηθό γηλόκελν. Έλα 
ππνζύλνιν S  ηνπ V  ζα ιέγεηαη ορζοθαλοληθό όηαλ είλαη νξζνγώλην θαη επηπιένλ ηζρύεη 
1x  , x S  . 
Επίζεο, αλ   1 2, ,..., NS x x x   είλαη έλα ζύζηεκα δηαλπζκάησλ ηνπ ρώξνπ V , ην  S   ζα 
είλαη νξζνθαλνληθό αλ θαη κόλνλ αλ ηζρύεη όηη  
 ,i j i jx x    (2) 
Όπνπ  
 
0,
1,
i j
i j
i j


 

  
είλαη ην δέιηα ηνπ Kronecker. 
      ΣΑ ΘΕΧΡΗΜΑΣΑ MERCER ΚΑΘ KARHUNEN-LOEVE        89 
 
 
΢ηε ζπλέρεηα ζα ππελζπκίζνπκε ηελ έλλνηα ηνπ νξζνγώληνπ ζπκπιεξώκαηνο. Ξεθηλάκε κε 
ηελ έλλνηα ηεο πξνβνιήο ελόο δηαλύζκαηνο πάλσ ζε έλαλ ρώξν.  
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 5.5: Γηα έλαλ απζαίξεην ρώξν Hilbert H  θαη γηα έλα απζαίξεην δηάλπζκα x H  
ππάξρεη κία κνλαδηθή αλαπαξάζηαζε ηεο κνξθήο:  
 
F Nx x x    (3) 
όπνπ 
Fx F  θαη Nx F  . Σν δηάλπζκα  Fx  
θαιείηαη προβοιή ηνπ δηαλύζκαηνο x ζηνλ 
ππνρώξν F . Σν ζύλνιν όισλ ησλ δηαλπζκάησλ y ηα νπνία είλαη νξζνγώληα σο πξνο ηνλ 
ππνρώξν F ζρεκαηίδνπλ έλαλ ππνρώξν ν νπνίνο θαιείηαη ορζογώληο ζσκπιήρωκα ηνπ F θαη 
ζπκβνιίδεηαη κε N . ΢ηε πεξίπησζε απηή γξάθνπκε H F N   θαη ιέκε όηη ν ρώξνο H  
είλαη ην νξζνγώλην άζξνηζκα ησλ ππνρώξσλ  F θαη N .  
 
Η ζρέζε: 
 1 1 2 ... ... ,nH F F F       (4) 
 
όπνπ  1H  
 θαη  , 1,2,...kF k   είλαη ππνρώξνη ηνπ ρώξνπ  H  , ζεκαίλεη i) όηη νη ππνρώξνη 
iF  θαη jF είλαη νξζνγώληνη γηα απζαίξεηε επηινγή  ,i j   κε  i j   θαη  ii)  όηη έλα απζαίξεην 
δηάλπζκα x H
 
κπνξεί λα γξαθεί ζε κνξθή ζεηξάο 
1 2 ... ...nx x x x     όπνπ n nx F  
γηα  1,2,...n  . ΢ηε πεξίπησζε απηή ιέκε όηη ν 
ρώξνο 1H  
είλαη ην νξζνγώλην άζξνηζκα ησλ ππνρώξσλ  nF  
.   
 
ΘΔΩΡΗΜΑ 5.6: Έζησ V  έλαο δηαλπζκαηηθόο ρώξνο πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο κε 
εζσηεξηθό γηλόκελν. Γηα θάζε ππνρώξν W  ηνπ V  ηζρύεη ε ηζόηεηα  
 V W W     (5) 
Δειαδή ππάξρεη ην νξζνγώλην ζπκπιήξσκα ηνπ W ζηνλ ρώξν V . Όπνπ W  είλαη ην 
ζύλνιν: 
  / , 0,W x V x w ά w W         (6) 
   
Απόδειξη: Γηα ηελ απόδεημε βιέπε Φσκόπνπινο Επάγγεινο, 2007, Γξακκηθή Άιγεβξα ΘΘ, 
Εθδόζεηο Ζήηε ζειίδα 100. 
 
ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η: Ο W  είλαη πάληα θιεηζηόο γξακκηθόο ππνρώξνο ηνπ V . Πξάγκαηη, αλ 
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νλνκάζνπκε * :w V K  (όπνπ K  είλαη είηε ην ζώκα  ησλ πξαγκαηηθώλ, είηε ην ζώκα  
ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ) ηελ απεηθόληζε  * ,w x x w  παξαηεξνύκε όηη ε *w είλαη 
γξακκηθή θαη επνκέλσο ν ππξήλαο ηεο  *ker w  είλαη γξακκηθόο ρώξνο. Επηπιένλ, ε *w  
είλαη ζπλερήο θαη ζπλεπώο ν ππξήλαο ηεο είλαη θιεηζηόο. Επεηδή ν W   είλαη ε ηνκή 
  *ker :w w W   ησλ θιεηζηώλ γξακκηθώλ ππνρώξσλ  *ker ,w w W  ηνπ ρώξνπ V , 
είλαη θιεηζηόο γξακκηθόο ππνρώξνο.  
  
 Πεξηζζόηεξα γηα ρώξνπο κε εζσηεξηθό γηλόκελν θαη γηα ρώξνπο Hilbert ν ελδηαθεξόκελνο 
αλαγλώζηεο κπνξεί λα βξεη ζηηο ζεκεηώζεηο ηνπ  Γ.Α. Αζαλαζνύιε, ΢εκείσζεηο γηα ην 
κάζεκα “Πξνηππνπνίεζε ηνπ ΢πλερνύο’’, Σκήκα Ναππεγώλ Μεραλνιόγσλ Μεραληθώλ, 
Εζληθό Μεηζόβην Πνιπηερλείν. Γηα ην ππόβαζξν γξακκηθήο άιγεβξαο πνπ απαηηείηαη γηα ηελ 
θαηαλόεζε ησλ ρώξσλ Hilbert, ν αλαγλώζηεο παξαπέκπεηαη ζην βηβιίν ηνπ Επάγγεινπ 
Φσκόπνπινπ, Γξακκηθή Άιγεβξα ΘΘ, Εθδόζεηο Ζήηε, ζην θεθάιαην 3, Δηαλπζκαηηθνί ρώξνη 
κε εζσηεξηθό γηλόκελν.  
 
Θα παξνπζηάζνπκε ηώξα θάπνηεο βαζηθέο έλλνηεο από ηνλ θιάδν ηεο  καζεκαηηθήο αλάιπζεο 
θαη ηε ζεσξία ηειεζηώλ πνπ είλαη απαξαίηεηεο γηα ηελ αλάιπζε πνπ ζα αθνινπζήζεη. 
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 5.7: Έλα ππνζύλνιν A   ελόο κεηξηθνύ ρώξνπ X   νλνκάδεηαη παληού πσθλό 
ζην X  αλ γηα θάζε  x X   θαη θάζε  0    ππάξρεη  y A   ηέηνην ώζηε   ,d x y   . 
Αλ έλαο κεηξηθόο ρώξνο X  έρεη έλα αξηζκήζηκν ππνζύλνιν ην νπνίν είλαη παληνύ ππθλό ζε 
απηόλ, νλνκάδεηαη δηατωρίζηκος. 
  
Με ην ζύκβνιν    2 ,L a b   ελλννύκε ην ζύλνιν όισλ ησλ κεηξήζηκσλ ζπλαξηήζεσλ  
 : ,f a b   ησλ νπνίσλ ην ηεηξάγσλν είλαη νινθιεξώζηκν θαηά Lebesgue ζην   ,a b , 
δειαδή   
2
b
a
f x dx     . 
Σν ζύλνιν     2 2, ,L a b L a b   είλαη γξακκηθόο ρώξνο ( κε ηηο ζπλήζεηο πξάμεηο ηεο  
θαηά ζεκείν πξόζζεζεο θαη ηνπ βαζκσηνύ πνιιαπιαζηαζκνύ) θαη θαζίζηαηαη επίζεο ρώξνο 
εζσηεξηθνύ γηλνκέλνπ κέζσ ηεο απεηθόληζεο  
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   2 2 2, , ,L L a b L a b    κε    2,
b
L
a
f g f x g x dx   .  (7) 
 
΢ηε ζπλέρεηα γξάθνληαο  2 ,L a b  ή   2 ,L a b   ζα ελλννύκε ην ρώξν 
  22 , , , LL a b  , δειαδή ην ζύλνιν ησλ ηεηξαγσληθά νινθιεξώζηκσλ ζπλαξηήζεσλ θαηά 
Lebesgue, εθνδηαζκέλν κε ηε γξακκηθή δνκή θαη ην εζσηεξηθό γηλόκελν όπσο απηό νξίζηεθε 
παξαπάλσ. Ο ρώξνο    2 ,L a b    είλαη δηαρσξίζηκνο θαη πιήξεο, είλαη δειαδή έλαο 
δηαρσξίζηκνο ρώξνο Hilbert. Η απόδεημε ηεο πιεξόηεηαο ηνπ    2 ,L a b   έγηλε ην 1907 
από ηνλ Fischer. Πεξηζζόηεξα γηα ηνπο ρώξνπο  2 ,L a b
 
ν ελδηαθεξόκελνο αλαγλώζηεο 
κπνξεί λα βξεη ζηνλ Vulikh B.Z., 1976, A Brief Course in the Theory of Functions of a Real 
Variable (An Itroduction to the Theory of the Integral), Mir Publishers Moscow ζειίδεο 237-
256. 
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 5.8: Μία απεηθόληζε  :T X Y
 
 , όπνπ X  θαη  Y  είλαη δύν γξακκηθνί ρώξνη 
πάλσ ζην ίδην ζσκα K , όπνπ K   ή   , νλνκάδεηαη ηειεζηής. 
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 5.9 : Έλαο ηειεζηήο :T X Y
 
 ιέγεηαη γρακκηθός αλ: 
i) 1 2 1 2 1 2, , ( ) ( ) ( )x x X T x x T x T x      
ii)    , ,k K x X T k x kT x       
 
Είλαη θαλεξό όηη ν ηειεζηήο :T X Y
 
είλαη γξακκηθόο αλ θαη κόλνλ αλ ηζρύεη όηη  
 1 2 1 2 1 2, , , , ( ) ( ) ( )k l K x x X T k x l x kT x lT x        . 
 
Η έλλνηα ηνπ ηειεζηή είλαη πάξα πνιύ ρξήζηκε θαζώο ζπλδέεη ηελ αιγεβξηθή έλλνηα ηεο 
γξακκηθόηεηαο κε ηηο ηνπνινγηθέο έλλνεηο ηνπ θξαγκέλνπ θαη ηεο ζπλέρεηαο. ΢ηε ζπλέρεηα 
παξνπζηάδνληαη νη έλλνηεο ηνπ ζπλερή θαη ηνπ θξαγκέλνπ ηειεζηή. 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ 5.10: Έζησ    1 2, , ,X Y
 
δύν λνξκηθνί ρώξνη νξηζκέλνη ή ζην ζύλνιν  
 ή ζην  θαη :T X Y  έλαο γξακκηθόο ηειεζηήο. Σόηε ν ηειεζηήο T είλαη ζσλετής, αλ 
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θαη κόλνλ αλ: 
  
1 2
0, 0, ,x X x T x              
ή ηζνδύλακα, αλ θαη κόλνλ αλ γηα θάζε αθνινπζία   
1n n
x


 ζεκείσλ ηνπ  X   ηζρύεη όηη: 
  lim limn nx T x       
 
Απόδειξη: Γηα ηελ απόδεημε βιέπε Υ.Γ. Καξπνθύιιεο, 1995, ΢ηνηρεία ΢πλαξηεζηαθήο 
Αλάιπζεο, Εθδόζεηο Ζήηε ζειίδα 130. 
 
Όπσο είδακε ζην Θεώξεκα 5.10 ηθαλή θαη αλαγθαία ζπλζήθε γηα λα είλαη έλαο γξακκηθόο 
ηειεζηήο ζσλετής είλαη ε λόξκα ηνπ λα είλαη πεπεξαζκέλε. Σειεζηέο πνπ έρνπλ πεπεξαζκέλε 
λόξκα θαινύληαη θραγκέλοη. ΢πρλά ζηε βηβιηνγξαθία ηαπηίδεηαη ε έλλνηα ηεο ζπλέρεηαο ηνπ 
ηειεζηή κε ηελ έλλνηα ηνπ θξαγκέλνπ ηειεζηή. Όπσο ζα δνύκε ζην αθόινπζν ζεώξεκα απηό 
δελ ζεκαίλεη όηη ν ηειεζηήο είλαη θξαγκέλνο θαηά ηε ζπλήζε έλλνηα.  
 
ΘΔΩΡΗΜΑ 5.11: Αλ ν ηειεζηήο    1 2: , ,T X Y  είλαη γξακκηθόο, νη παξαθάησ 
πξνηάζεηο είλαη ηζνδύλακεο: 
i) Ο T   είλαη ζπλερήο. 
ii)  
12
0, ,M x X T x M x       
iii) Ο T  είλαη θξαγκέλνο ζηελ θιεηζηή κνλαδηαία ζθαηξηθή πεξηνρή  ,1B    
            ηνπ   1,X  . 
 
Απόδειξη: Γηα ηελ απόδεημε βιέπε Υ.Γ. Καξπνθύιιεο, 1995, ΢ηνηρεία ΢πλαξηεζηαθήο 
Αλάιπζεο, Εθδόζεηο Ζήηε ζειίδα 131. 
 
Έζησ T  έλαο γξακκηθόο ηειεζηήο νξηζκέλνο ζηνλ ρώξν Hilbert  H . Η λόξκα ηνπ ηειεζηή 
δίλεηαη από ηε ζρέζε:   
  sup , : , 1T T x x x H x     (8) 
 
΢ηε ζπλέρεηα ζα εηζάγνπκε ηηο έλλνηεο ηεο «ηδηνηηκήο» θαη ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο ελόο ηειεζηή 
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νη νπνίεο ζα καο θαλνύλ πνιύ ρξήζηκεο. 
Έζησ X  έλαο κηγαδηθόο ρώξνο θαη T  έλαο γξακκηθόο ηειεζηήο. Θα ζπκβνιίδνπκε ην πεδίν 
νξηζκνύ ηνπ ηειεζηή κε  D T  θαη ην ζύλνιν ηηκώλ ηνπ κε  R T , ηα νπνία ζα είλαη θαη 
γξακκηθνί ππνρώξνη ηνπ ρώξνπ X . 
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 5.12: Έλαο  κηγαδηθόο αξηζκόο ι ζα ιέκε όηη είλαη κηα ηδηοηηκή (eigenvalue) ηος 
ηελεζηή T  όηαλ ππάξρεη      \ 0x x D T   ηέηνην ώζηε λα ηζρύεη: 
 T x x   (9) 
ή ηζνδύλακα  
   0I T x      (10) 
 
Θέηνπκε T I T   .  
 
Κάζε κε κεδεληθό      \ 0x x D T   γηα ην νπνίν ηζρύεη ε ζρέζε (9) ή ε ζρέζε (10) 
ηζνδύλακα, ζα ιέκε όηη είλαη έλα ηδηοδηάλσζκα (eigenvector) ηος ηελεζηή T  πος 
ανηιζηοισεί ζηην ιδιοηιμή λ.  
 
΢ε θάζε ηδηνηηκή ι ηνπ ηειεζηή T  αληηζηνηρεί έλαο γξακκηθόο ππνρώξνο V  ηνπ X  πνπ 
νξίδεηαη σο εμήο: 
  
     : 0V x D T I T x        (11) 
 
θαη νλνκάδεηαη ο ηδηοτώρος (eigenspace) ηος ηελεζηή T  πνπ αληηζηηρεί ζηελ ηδηνηηκή ι. Η 
δηάζηαζε ηνπ ηδηνρώξνπ  V  
είλαη θαη ε γεσκεηξηθή πνιιαπιόηεηα ηεο ηδηνηηκήο ι.  
Από όια ηα παξαπάλσ πξνθύπηεη όηη έλαο κηγαδηθόο αξηζκόο  ι  απνηειεί κία ηδνηηκή ελόο 
ηειεζηή T  αλ θαη κόλνλ αλ ηζρύεη θάπνηα από ηηο παξαθάησ ηζνδύλακεο ζπλζήθεο: 
 
i) Η εμίζσζε   0I T x     έρεη θαη κε κεδεληθέο ιύζεηο. 
ii) Ο ηδηνρώξνο V  είλαη δηάθνξνο ηνπ κεδελόο. 
iii) Ο T I T    δελ είλαη εξξηπηηθή απεηθόληζε, δειαδή δελ είλαη ακθηκνλνζή-καληε. 
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iv) Δελ νξίδεηαη ν 1T

.  
 Αλ πεξάζνπκε ηώξα ζηηο n  δηαζηάζεηο, ν ρώξνο X  ζα είλαη ηώξα ν ρώξνο 
n
. ΢ηελ 
πεξίπησζε απηή ν ηειεζηήο T  ζα παξηζηάλεηαη από έλαλ n n  πίλαθα κηγαδηθώλ αξηζκώλ, 
έζησ  i jA a . Επνκέλσο ε ζρέζε T x x  κπνξεί λα γξαθεί ζηε κνξθή  
   0A I x    (12) 
όπνπ  1 2, ,..., nnx x x x   . Από ηε γξακκηθή άιγεβξα γλσξίδνπκε όηη ην παξαπάλσ 
απνηειεί έλα νκνγελέο ζύζηεκα εμηζώζεσλ, ην νπνίν γηα λα έρεη κε κεδεληθέο ιύζεηο ζα 
πξέπεη ε νξίδνπζα ηνπ λα είλαη ίζε κε ην κεδέλ. Αλ αλαπηύμνπκε ηε ζρέζε  det 0A I    
πξνθύπηεη έλα n  βαζκνύ πνιπώλπκν σο πξνο  ι  ην νπνίν ζα νλνκάδεηαη ραξαθηεξηζηηθό 
πνιπώλπκν ηνπ πίλαθα A  .Οη ξίδεο ηνπ ραξαθηεξηζηηθνύ πνιπσλύκνπ απνηεινύλ ηηο 
ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα A  νη νπνίεο είλαη θαη νη ηδηνηηκέο ηνπ ηειεζηή T . ΢ύκθσλα κε ην 
ζεκειηώδεο ζεώξεκα ηεο Αιγεβξαο ην ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν έρεη n ην πιήζνο ξίδεο 
ζην ζύλνιν   (όζν δειαδή είλαη θαη ν βαζκόο ηνπ πνιπσλύκνπ), νη νπνίεο κπνξεί λα έηλαη 
θαη ίδηεο κεηαμύ ηνπο. 
Από ηα παξαπάλσ βιέπνπκε όηη ν πνιιαπιαζηαζκόο ελόο ηδηνδηαλύζκαηνο x  κε ηνλ 
πίλαθα A  δελ κεηαβάιιεη ηε δηεύζπλζε ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο, δειαδή  ν ηειεζηήο αθήλεη 
θαηά ηελ εθαξκνγή ηνπ αλαιινίσηε ηε δηεύζπλζε ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο x  πάλσ ζην νπνίν 
επηδξά. Από ηελ παξαηήξεζε απηή πξνθύπηνπλ ηα αθόινπζα: 
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 5.13: Έζησ M  έλαο γξακκηθόο ππόρσξνο ελόο γξακκηθνύ ρώξνπ X  θαη T  έλαο 
ηειεζηήο νξηζκέλνο πάλσ ζηνλ ρώξν X .  Θα ιέκε όηη ν M  είλαη ή παρακέλεη αλαιιοίωηος 
από ηολ ηειεζηή T  όηαλ ηζρύεη  
       (13) 
 
δειαδή όηαλ είλαη Tx M  γηα θάζε x M . 
 
ΠΡΟΣΑ΢Η 5.14:  Γηα θάζε ηδηνηηκή     ελόο γξακκηθνύ ηειεζηή  T   ν αληίζηνηρνο 
ηδηνρώξνο  V  
 παξακέλεη αλαιινίσηνο από ηνλ ηειεζηή  T . 
 
Απόδειξη: Έζησ x V  θαη y Tx .  Σόηε ζα έρνπκε όηη: 
     T y T T x T x T x y       
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Άξα T x y V   θαη επνκέλσο ν  V   παξακέλεη αλαιινίσηνο από ηνλ  T . 
ΠΡΟΣΑ΢Η 5.15: Έζησ T  έλαο θξαγκέλνο ηειεζηήο νξηζκέλνο ζε έλαλ ρώξν Hilbert H . 
Έλαο θιεηζηόο ππνρώξνο M  ηνπ ρώξνπ Hilbert H  παξακέλεη αλαιινίσηνο από ηνλ ηειεζηή 
T  όηαλ θαη κόλνλ όηαλ ν  M

 παξακέλεη αλαιινίσηνο από ηνλ ηειεζηή  *T .  
 
Απόδειξη:   Έζησ  T M M
 
 θαη x M , y M   .  Σόηε είλαη  
0 *T x ,y x ,T y   
δειαδή  *T y M    θαη επνκέλσο   
*T M M  .  Με αλάινγν ηξόπν απνδεηθλύεηαη θαη 
ην αληίζηξνθν. 
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 5.16: Γηα έλαλ ηπραίν θξαγκέλν γξακκηθό ηειεζηή  T   ζε έλαλ ρώξν Hilbert  
H ππάξρεη έλαο κνλαδηθόο θξαγκέλνο ηειεζηήο  
*T  επίζεο νξηζκέλνο ζηνλ ρώξν Hilbert  H , 
ηέηνηνο ώζηε  
 
*, , , ,Th g h T g h g H    (14) 
Ο ηειεζηήο απηόο νλνκάδεηαη ζσδσγής ηειεζηής ηνπ  T .  
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 5.17: Έλαο ηειεζήο T  ζα θαιείηαη self-adjoint (ασηοζσδσγής ηειεζηής) εάλ 
ηζρύεη όηη  *T T  . 
 
΢ηελ αθόινπζε πξόηαζε παξνπζηάδνληαη νη ηδηόηεηεο ελόο απηνζπδπγή ηειεζηή. 
 
ΠΡΟΣΑ΢Η 5.18: Έζησ T  έλαο ζπκπαγήο απηνζπδπγήο ηειεζηήο νξηζκέλνο ζε έλαλ ρώξν 
Hilbert H  .  
Σόηε : 
i) Οη ηδηνηηκέο ηνπ T  είλαη πξαγκαηηθέο. 
ii) Θδηνδηαλύζκαηα ηνπ T  πνπ αληηζηνηρνύλ ζε δηαθνξεηηθέο ηδηνηηκέο είλαη θάζεηα 
κεηαμύ ηνπο. 
iii) Θδηνδηαλύζκαηα ηνπ T  πνπ αληηζηνηρνύλ ζε δηαθνξεηηθέο ηδηνηηκέο είλαη γξακκηθά 
αλεμάξηεηα. 
iv) Αλ  dimR T    ηόηε ην πιήζνο ησλ δηαθνξεηηθώλ ηδηνηηκώλ ηνπ T  είλαη 
πεπεξαζκέλν. 
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Απόδειξη:  
i)  Έζησ όηη  ι  είλαη κηα ηδηνηηκή ηνπ ηειεζηή  T   θαη   \ 0x V   όπνπ  V  ν ηδηνρώξνο 
ηνπ ηειεζηή  T   πνπ αληηζηνηρεί ζηελ ηδηνηηκή  ι. Σόηε, δεδνκέλνπ όηη ν ηειεζηήο  T   είλαη 
απηνζπδπγήο, έρνπκε: 
 
   
2
,
, ,
, , 0
x x x
x x x x
Tx x x Tx
   
 
   
  
  
  
Άξα      θαη επνκέλσο  IR  . 
ii)  Έζησ  i jx ,x  
 δύν ηδηνδηαλύζκαηα πνπ αληηζηνηρνύλ ζε δύν δηαθνξεηηθέο ηδηνηηκέο  i  
θαη 
j ηνπ ηειεζηή  T  αληίζηνηρα.  Σόηε έρνπκε όηη: 
 i i j i i j i j i j j i jx ,x x ,x Tx ,x x ,Tx x ,x       
΢πλεπώο   0i j i jx ,x   θαη επεηδή i j  από ηελ ππόζεζε , έπεηαη όηη 
0i jx ,x   ,δειαδή ηα ηδηνδηαλύζκαηα i jx ,x  
είλαη θάζεηα κεηαμύ ηνπο. 
 
iii) Άκεζε ζπλέπεηα ηνπ ii). 
 
iv) Θεσξνύκε όηη ν ηειεζηήο T  έρεη άπεηξν πιήζνο δηαθνξεηηθώλ ηδηνηηκώλ 
1 2 n, ,..., ,....    
θαη  έζησ  1 2 nx ,x ,...,x ,...  
ε αθνινπζία ησλ αληίζηνηρσλ 
ηδηνδηαλπζκάησλ.  Τπνζέηνπκε, ρσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο, όηη 0i   γηα θάζε i . 
Επεηδή ηα ηδηνδηαλύζκαηα 1 2ix , i , ,... , είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηα, όπσο πξνθύπηεη από 
ηελ ηδηόηεηα iii) , ην ίδην ζα ζπκβαίλεη θαη γηα ηα δηαλύζκαηα  
1 1 2i i iy x , i , ,...
  . 
Αιιά ηόηε, από ηηο ζρέζεηο  1 2i iT y x , i , ,...  πξνθύπηεη όηη  ix R T  θαη 
επνκέλσο ην  R T  δελ έρεη πεπεξαζκέλε δηάζηαζε, πξάγκα πνπ έξρεηαη ζε αληίζεζε κε ηελ 
αξρηθή ππόζεζε ηεο πξόηαζεο. 
 
΢ηε ζπλέρεηα ζα αλαθέξνπκε δύν έλλνηεο νη νπνίεο είλαη πνιύ ρξήζηκεο γηα λα νξίζνπκε ηελ 
έλλνηα ηνπ ζπκπαγή ηειεζηή. Σελ έλλνηα ηνπ πξνζπκπαγή ζπλόινπ θαη ηελ έλλνηα ηνπ νιηθά 
θξαγκέλνπ ζπλόινπ. Θα δνύκε όηη ζηελ πεξίπησζε πνπ δνπιεύνπκε ζε πιήξεηο κεηξηθνύο 
ρώξνπο νη δύν απηέο έλλνηεο είλαη ηζνδύλακεο. 
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ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 5,19: Έζησ  ,X   έλαο κεηξηθόο ρώξνο θαη  A X   . Σν ζύλνιν A  νλνκάδεηαη 
προζσκπαγές ζύλνιν ζηνλ κεηξηθό ρώξν  ,X 
 
αλ ε θιεηζηόηεηα ηνπ  A   είλαη ζπκπαγήο 
ζηνλ X .  
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 5.20: Έζησ  ,X   έλαο κεηξηθόο ρώξνο θαη A X  .Σν ζύλνιν A  νλνκάδεηαη 
οιηθά θραγκέλο εάλ 0   ππάξρεη έλα πεπεξαζκέλν F A  ηέηνην ώζηε 
 ,
x F
A S x 

  (δειαδή ην ζύλνιν A  θαιύπηεηαη από πεπεξαζκέλν πιήζνο αλνηθηώλ 
ζθαηξώλ κε θέληξν ζην ζύλνιν A  θαη αθηίλα ε) . ΢ηελ πεξίπησζε πνπ A X ,  ν   ,X    ζα 
θαιείηαη νιηθά θξαγκέλνο κεηξηθόο ρώξνο.  
 
Παπαηήπηζη 5.21: 1) Έζησ  ,X   έλαο κεηξηθόο ρώξνο θαη A X   είλαη ζπκπαγέο. Σόηε 
ην ζύλνιν A  είλαη θαη νιηθά θξαγκέλν. Πξάγκαηη, αλ 0   ηόηε ε αλνηθηή θάιπςε  
 ,
x A
A S x 

  ηνπ ζπλόινπ A  έρεη πεπεξαζκέλε ππνθάιπςε θαη άξα ππάξρεη F A  
πεπεξαζκέλν έηζη ώζηε  ,
x F
A S x 

 .  
 
2) Εάλ ην ζύλνιν A  είλαη πξνζπκπαγέο ηόηε είλαη θαη νιηθά θξαγκέλν. Επηπιένλ, ζηελ 
πεξίπησζε πνπ ν X  είλαη έλαο πιήξεο κεηξηθόο ρώξνο, ηζρύεη θαη ην αληίζηξνθν. (Γηα ηελ 
απόδεημε βιέπε Αξγπξόο ΢πύξνο, 2011,  ΢εκεηώζεηο Παξαδόζεσλ Πξαγκαηηθήο Αλάιπζεο, 
Σξίηε Έθδνζε, ζειίδα 114).  
 
Γηα πεξηζζόηεξα γηα ηα νιηθά θξαγκέλα ζύλνια θαζώο θαη γηα ηε ζρέζε ηνπο κε ηε 
ζπκπάγεηα ν ελδηαθεξόκελνο αλαγλώζηεο παξαπέκπεηαη ζηνλ Αξγπξόο ΢πύξνο, 2011,  
΢εκεηώζεηο Παξαδόζεσλ Πξαγκαηηθήο Αλάιπζεο, Σξίηε Έθδνζε, ζειίδεο 112 - 116 θαη 
ζηνπο Νεγξεπόληεο et.al ,1997, Γεληθή Σνπνινγία θαη ΢πλαξηεζηαθή Αλάιπζε , Εθδόζεηο 
΢πκκεηξία, θεθάιαην 14. 
 
΢ηε ζπλέρεηα ζα νξίζνπκε ηνλ ζπκπαγή ηειεζηή. 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 5.22: Έζησ X θαη Y  δύν γξακκηθνί ρώξνη κε λόξκα θαη έζησ :T X Y  λα 
έηλαη κία γξακκηθή απεηθόληζε από ηνλ X ζηνλ Y . Ο T ζα θαιείηαη ζσκπαγής ηειεζηής αλ 
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γηα όια ηα θξαγκέλα ζύλνια E X , ε εηθόλα   T E
 
 είλαη πξνζπκπαγήο ζηνλ  Y .  
΢πλεπώο, ζύκθσλα κε ηνλ παξαπάλσ νξηζκό, εάλ ην E X
 
είλαη έλα θξαγκέλν ζύλνιν, 
ηόηε ε  T E
 
είλαη ζπκπαγήο ζηνλ  Y . Έλαο άιινο ηξόπνο γηα λα νξίζνπκε ηνπο ζπκπαγείο 
ηειεζηέο είλαη ν αθόινπζνο: 
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 5.23: Έλαο θξαγκέλνο γξακκηθόο ηειεζηήο  T   ζε έλαλ ρώξν Hilbert  H  θαιείηαη 
ζσκπαγής εάλ ε αθνινπζία   
1
n
n
T x


 πεξηέρεη κηα ζπγθιίζνπζα ππαθνινπζία γηα όιεο ηηο 
θξαγκέλεο αθνινπζίεο  
1n n
x


 πνπ αλήθνπλ ζηνλ ρώξν Hilbert H . Δειαδή, ππάξρεη 
ππαθνινπζία  
1m
n
m
x


 ηεο  
1n n
x


 ηέηνηα ώζηε ε   
1
mn
m
T x


 λα ζπγθιίλεη.  
 
Οη ζπκπαγείο ηειεζηέο απνηεινύλ νπζηαζηηθά έλαλ ππνρώξν ηνπ ζπλόινπ όισλ ησλ 
θξαγκέλσλ γξακκηθώλ ηειεζηώλ, νξηζκέλσλ ζε έλαλ γξακκηθό ρώξν X εθνδηαζκέλν κε 
λόξκα. 
 
ΛΗΜΜΑ 5.24: i) Εάλ νη 1T  
θαη 2T  είλαη ζπκπαγείο ηειεζηέο, ηόηε θαη ν γξακκηθόο 
ζπλδπαζκόο ηνπο 1 1 2 2a T a T  είλαη γξακκηθόο ηειεζηήο γηα θάζε  1 2,a a T .  
ii) Εάλ ν T  είλαη ζπκπαγήο θαη ν A  είλαη έλαο θξαγκέλνο γξακκηθόο ηειεζηήο, ηόηε νη AT  
θαη TA  είλαη ζπκπαγείο. 
 
Μία εηδηθή θαηεγνξία ησλ ζπκπαγώλ ηειεζηώλ είλαη νη Hilbert- Schmidt ηειεζηέο .  
  
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 5.25: Έζησ nD 
 
έλα θξαγκέλν ζύλνιν. Μία ζπλάξηεζε  :k D D 
 
ζα θαιείηαη πσρήλας Hilbert- Schmidt όηαλ  
  
2
,
D
k x y dxdy    , 
Δειαδή όηαλ   2k L D D   . 
 
΢ηε ζπλέρεηα νξίδνπκε ηνλ νινθιεξσηηθό ηειεζηή 
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   
 
2 2
2
: ,
,
K L D L D
u Ku u L D

 
 
Χο εμήο:  
       ,
D
K u x k x y u y dy    (15) 
Η απεηθόληζε απηή K νλνκάδεηαη Hilbert-Schmidt ηειεζηής. 
 
Θα απνδείμνπκε ηώξα όηη γηα ηνλ νινθιεξσηηθό ηειεζηή K  ηζρύεη όηη    2 2:K L D L D . 
Έζησ  2u L D .  Σόηε: 
 
      
   
   2 2
2
2
2 2
,
, ( )
D D D
D D D
L D D L D
K u x dx k x y u y dy dx
k x y dy u y dy dx Cauchy Schwarz
k u

 
  
   
  
  
 
  
     
  
θαη επνκέλσο   2K u L D  .  
 
5.1.2) Σο θαζμαηικό θεώπημα για ζςμπαγείρ και self-adjoint  ηελεζηέρ 
 
Πξνηνύ παξνπζηάζνπκε ην θαζκαηηθό Θεώξεκα γηα ηειεζηέο ζα αλαθέξνπκε έλα πνιύ 
ζεκαληηθό ζεώξεκα ην νπνίν ζα καο ρξεηαζηεί ζηε ζπλέρεηα. Έρνπκε όηη:  
 
ΛΗΜΜΑ 5.26: Θεσξνύκε ηνλ ρώξν Hilbert H θαη έζησ :T H H  έλαο θξαγκέλνο, 
απηνζπδπγήο ηειεζηήο. Σόηε ηζρύεη όηη  
  sup , : , 1T T h h h H h    . 
 
Απόδειξη: Έζησ  sup , : , 1a T h h h H h    . Αξρηθά ζα δείμνπκε όηη ηζρύεη όηη 
a T  . Ερνπκε όηη ,T h h a  γηα θάζε h H  κε 1h  . Επίζεο, αλ ην 1h  από 
ηελ αληζόηεηα Cauchy-Schwarz έρνπκε όηη ηζρύεη  
 ,T h h T h h T h   
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Καη ζπλεπώο ηζρύεη όηη a T  . 
Αξθεί ηώξα λα δείμνπκε όηη ηζρύεη ε αληίζηξνθε θνξά ηεο αληζόηεηαο, δειαδή όηη ηζρύεη 
a T  . Έρνπκε όηη:  
Θεσξνύκε h H  κε 0T h  θαη ζέηνπκε 0 /w T h T h  θαη ζπλεπώο έρνπκε 
0,Th w T h  . ΢πλεπώο,  
 0
, , ,
1 1
sup , sup ,
h H h w H
h h w
T Th w Th w   
 
Επνκέλσο, αξθεί λα δείμνπκε όηη ,T h w a h w  γηα θάζε ,h w H . Υσξίο άξζε ηεο 
γεληθόηεηαο κπνξνύκε λα πνιιαπιαζηάζνπκε ηνλ w  κε έλαλ κνλαδηαίν κηγαδηθό αξηζκό έηζη 
ώζηε ε πνζόηεηα ,T h w  λα είλαη πξαγκαηηθή θαη ζεηηθή. Έρνπκε όηη: 
 
 
  , , , , ,
, 2 , ,
T h w h w Th h Th w Tw h Tw w
Th h Th w Tw w
      
  
  
 
 Καη  
 
  , , , , ,
, 2 , ,
T h w h w Th h Th w Tw h Tw w
Th h Th w Tw w
      
  
  
 
Αθαηξώληαο ηηο δύν απηέο ζρέζεηο θαηά κέιε πξνθύπηεη όηη:  
    4 , , ,Th w T h w h w T h w h w        
 
Παίξλνληαο απόιπηεο ηηκέο θαη θαη εθαξκόδνληαο ηελ ηξηγσληθή αληζόηεηα θαη ηελ 
αληζόηεηα ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ πξνθύπηεη όηη: 
 
 
 
2 2
2 2
,
4
2
Th w h w h w
h w


   
 
  
Υσξίο άξζε ηεο γεληθόηεηαο ζεσξνύκε όηη , 0h w . Αλ αληηθαηαζηήζνπκε ην h  κε a h  
θαη ην w  κε 
1
a w  , όπνπ /a w h  ην δεμηά κέιινο ηεο παξαπάλσ ζρέζεο γίλεηαη: 
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      2 2/ /
2
a
w h h h w w a h w    
Δειαδή απηό πνπ ζέιακε λα δείμνπκε. 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ 5.27: Έζησ T  λα είλαη έλαο self-adjoint ζπκπαγήο ηειεζηήο νξηζκέλνο ζηνλ 
ρώξν Hilbert  H . Σόηε ν ηειεζηήο  T   έρεη κία πξαγκαηηθή ηδηνηηκή     ηέηνηα ώζηε λα ηζρύεη  
 T    (16) 
 
Απόδειξη: Θεσξνύκε όηη 0T   (ε πεξίπησζε όπνπ 0T   πξνθύπηεη απεπζείαο). 
Ξέξνπκε όηη  sup , : , 1T T x x x H x    . Επνκέλσο, ππάξρεη κηα αθνινπζία 
nx  κε 1nx  γηα θάζε n  ηέηνηα ώζηε λα ηζρύεη ,n nT x x T  . Η 
αθνινπζία πξαγκαηηθώλ (θαζώο ηζρύεη *T T ) αξηζκώλ  ,n nT x x  είλαη θξαγκέλε. 
Επνκέλσο, έρεη κηα ππαθνινπζία  ,n nT y y  πνπ ζπγθιίλεη . Έζησ όηη ζπγθιίλεη ζηνλ 
πξαγκαηηθό αξηζκό ι γηα ηνλ νπνίν ηζρύεη όηη T  . Θα δείμνπκε όηη ην ι είλαη ηδηνηηκή 
ηνπ ηειεζηή Σ. Γηα *T T  θαη    έρνπκε όηη: 
 
 
2
2 2
2
2 2
0 , , , ,
2 ,
2 , 2 , 0
n n n n n n n n n n
n n n n
n n n n
Ty y Ty Ty Ty y y Ty y y
Ty Ty y y
T Ty y Ty y
    
 
   
      
   
     
  
 
Επνκέλσο,  lim 0n
n
T I y

   . 
Η αθνινπζία  ny  αλήθεη ζηε κνλαδηαία ζθαίξα ηνπ ρώξνπ Hilbert Η θαη ν ηειεζηήο T  
είλαη ζπκπαγήο. Επνκέλσο, ε αθνινπζία  ny  έρεη κηα ππαθνινπζία  nz  ηέηνηα ώζηε ε 
 nT z λα ζπγθιίλεη έζησ ζην z  . Θα δείμνπκε όηη  T z z .  Πξάγκαηη, επεηδή  
 lim 0n n
n
T z z

   θαη  lim 0n
n
T z z

   από ηε κνλαδηθόηεηα ηνπ νξίνπ έπεηαη όηη 
lim n
n
z z

  θαη αθνύ ν ηειεζηήο T  είλαη ζπλερήο έρνπκε όηη:  
 lim n
n
T z T z   
Αιιά, 
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 lim limn n
n n
T z T z z     
Επνκέλσο, T z z  .  Σέινο, επεηδή  
 
2, lim , lim , 0n n n n
n n
z z Tz z Tz z     
Πξνθύπηεη όηη 0z  θαη άξα ην z  είλαη ηδηνδηάλπζκα ηνπ ηειεζηή T  . 
 
ΛΗΜΜΑ 5.28: Έζησ T H H:  έλαο ζπκπαγήο απηνζπδπγήο ηειεζηήο νξηζκέλνο ζε έλαλ 
ρώξν Hilbert H  . Έζησ Y H  ππνρώξνο ηνπ ρώξνπ Hilbert ηέηνηνο ώζηε λα ηζρύεη: 
 T Y Y  . Σόηε,   T Y Y   θαη :
Y
T Y Y  είλαη έλαο ζπκπαγήο απηνζπδπγήο 
γξακκηθόο ηειεζηήο ζηνλ ρώξν Hilbert Y  κε λόξκα  
Y
T T  . 
Απόδειξη:  Έζησ z Y  . Γηα θάζε y Y  έρνπκε όηη:  
 , , 0T z y z T y   
αθνύ  Ty T Y Y   θαη z Y . Πξνθύπηεη επνκέλσο όηη T z Y θαη ζπλεπώο 
 T Y Y   . Δειαδή ν ρώξνο  Y  παξακέλεη αλαιινίσηνο από ηνλ ηειεζηή T  θαη 
ζπλεπώο ν πεξηνξηζκόο ηνπ ηειεζηή T  ζηνλ ρώξν Y είλαη έλαο ζπκπαγήο απηνζπδπγήο 
ηειεζηήο κε λόξκα ην πνιύ T  . 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ 5.29: Έζησ H  απεηξνδηάζηαηνο ρώξνο Hilbert, θαη T H H:  ζπκπαγήο 
απηνζπδπγήο ηειεζηήο, νξηζκέλνο ζε νιόθιεξν ην ρώξν H . Έζησ, επίζεο,  :n n   
 νη ηδηνηηκέο ηνπ T  θαη  :n n H    νη αληίζηνηρεο (θαλνληθνπνηεκέλεο) ηδην-
ζπλαξηήζεηο. Σν ζύλνιν ησλ ηδηνηηκώλ ππνηίζεηαη άπεηξν, νπόηε ζα είλαη αξηζκήζηκν. Σόηε, 
0n  όηαλ n , θαη γηα όια ηα h H , έρνπκε όηη  
 
                                
*
, n n
n
h h h  ,     όπνπ    
*
0Th ,    (19)  
θαη  
 ,n n n
n S
Th h  

  .  (20)  
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Απόδειξη: Επεηδή ν T  λα είλαη έλαο self-adjoint ζπκπαγήο ηειεζηήο νξηζκέλνο ζηνλ ρώξν 
Hilbert  H  , από ην ζεώξεκα 5.27 ππάξρεη κία ηδηνηηκή  1    ηνπ ηειεζηή  T   γηα ηελ 
νπνία ηζρύεη 1 T  . Έζησ 1  
ην ηδηνδηάλπζκα ην νπνίν αληηζηνηρεί ζηελ ηδηνηηκή 
1   θαη ζεσξνύκε 0H H  θαη     1 1 1/ , 0H sp H         ν ππνρώξνο 
πνπ παξάγεηαη από ην ηδηνδηάλπζκα  
1  . Ο  1H  
 είλαη έλαο θιεηζηόο ππνρώξνο ηνπ ρώξνπ 
H  θαη ζπλεπώο είλαη θαη απηόο έλαο ρώξνο Hilbert.  Θεσξνύκε ηνλ  1T  σο ηνλ πεξηνξηζκό 
ηνπ ηειεζηή  T   ζην ζύλνιν  1H . Εάλ ζεσξήζνπκε  1Y sp   από ην πξνεγνύκελν ιήκκα 
έρνπκε όηη  ν ρώξνο  Y  παξακέλεη αλαιινίσηνο από ηνλ ηειεζηή T  θαη ζπλεπώο ν 
πεξηνξηζκόο ηνπ ηειεζηή T  ζηνλ ρώξν Y είλαη έλαο ζπκπαγήο απηνζπδπγήο ηειεζηήο κε 
λόξκα ην πνιύ T  νξηζκέλνο ζηνλ ρώξν Hilbert 1H θαη επνκέλσο  
  1 1 1 1 1 1sup , : , 1T T H        
Αλ ζπλερίζνπκε επαγσγηθά κε ηνλ ίδην αθξηβώο ηξόπν πξνθύπηεη κία αθνινπζία από κε 
κεδεληθέο ηδηνηηκέο  1 ,..., n    ηνπ ηειεζηή  T   κε αληίζηνηρα ηδηνδηαλύζκαηα  1 ,..., n    κε 
λόξκα κνλάδα θαη ππνρώξνπο Hilbert γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη:  
  
 0 1 ... nH H H H      
όπνπ  1 1,...,n nH sp  


 
   θαη  1 1
...n n      .  Εάλ ε δηαδηθαζία 
απηήζηακαηήζεη κεηά από n  επαλαιήςεηο, πξνθύπηεη όηη ην range ηνπ ηειεζηή  T  βξίζθεηαη 
ζην  1 2, ,..., nsp     . Αθνύ ν ηειεζηήο T  είλαη ζπκπαγήο θαη self-adjoint πξνθύπηεη όηη ηα 
ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ πνπ αληηζηνηρνύλ ζε δηαθνξεηηθέο ηδηνηηκέο είλαη θάζεηα κεηαμύ ηνπο. 
Επηπιένλ, ηζρύεη όηη 1,n n     θαη ζπλεπώο ηα ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ ηειεζηή 
ζρεκαηίδνπλ έλα νξζνθαλνληθό ζύζηεκα.  
Έζησ ηώξα όηη lim 0n
n


 . Σόηε, γηα 0   ππάξρεη ππαθνινπζία  
mn
  ηεο  n  κε 
mn
   . Αθνύ ν ηειεζηήο T είλαη ζπκπαγήο έρνπκε όηη ε 1
k k kn n n
T x x    έρεη 
ζπγθιίλνπζα ππαθνινπζία θαη ηζρύεη όηη 1
1
k kn n
x

   . Αιιά, γηα ηελ νξζνθαλνληθή 
αθνινπζία  nx  ιόγσ ηνπ Ππζαγόξεηνπ Θεσξήκαηνο ηζρύεη όηη: 
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2 2 2
2
k l k ln n n n
x x x x    . Επνκέλσο, θαηαιήμακε ζε άηνπν θαη ζπλεπώο 
πξνθύπηεη όηη  lim 0n
n


  . 
 Έζησ ηώξα  h H
 
.Θεσξνύκε όηη  
1
,
k
n n n
n
y h h  

    . Σόηε, αθνύ  
n
n H
T   
έρνπκε όηη  n n nT y y   θαη αθνύ δείμακε όηη ηζρύεη  lim 0n
n


   πξνθύπηεη όηη 
lim 0n
n
T y

  . 
 ΢πλεπώο, 
1 1
, ,n n n n n
n n
Th h T h    
 
 
   .  
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 5.30: Έζησ X  έλαο κηγαδηθόο ρώξνο κε λόξκα θαη T έλαο γξακκηθόο ηειεζηήο 
νξηζκέλνο πάλσ ζην ζύλνιν X . Θα νλνκάδνπκε ην επηιύολ ζύλοιο ( resolvent set) ηνπ 
ηειεζηή T  θαη ζα ζπκβνιίδνπκε κε  T
 
ην ζύλνιν όισλ ησλ κηγαδηθώλ ι γηα ηα νπνία 
ππάξρεη ην  
1
I T

  . 
 
Σν ζπκπιήξσκα ηνπ  T  σο πξνο ην  νλνκάδεηαη θάζκα (spectrum) ηνπ T  θαη 
ζπκβνιίδεηαη κε  T .  Δειαδή :    T \ T   . 
 
ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η 5.31: Γηα ην θάζκα ελόο ηειεζηή έρνπκε ηελ αθόινπζε ζεκαληηθή 
ηδηόηεηα: 
Έζησ H  έλαο πεπεξαζκέλνο ρώξνο Hilbert θαη T  έλαο θξαγκέλνο  ηειεζηήο νξηζκέλνο πάλσ 
ζε απηόλ ηνλ ρώξν. Σόηε   0T   . Επηπιένλ,  T   αλ θαη κόλνλ αλ ε  ι  είλαη κία 
ηδηνηηκή ηνπ ηειεζηή T . Επνκέλσο, κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε ην θάζκα ηνπ ηειεζηή σο ην 
ζύλνιν ησλ ηδηνηηκώλ ηνπ.  
 
 
5.1.3) Τπενθύμιζη βαζικών εννοιών 
 
΢ηελ ελόηεηα απηή ζα αλαθέξνπκε θάπνηεο έλλνηεο από ηε ζπλαξηεζηαθή αλάιπζε νη νπνίεο 
ζα καο ρξεηαζηνύλ ζηε ζπλέρεηα. Έρνπκε ηνλ αθόινπζν νξηζκό: 
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ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 5.32: Μία νηθνγέλεηα κηγαδηθώλ ζπλαξηήζεσλ  F  νξηζκέλσλ ζε έλα ππνζύλνιν 
E   ελόο κεηξηθνύ ρώξνπ   ,X d ,  νλνκάδεηαη ηζοζσλετής ζην E  εάλ θαη κόλνλ εάλ γηα θάζε 
0    ππάξρεη  0 
 
ηέηνην ώζηε ε αληζόηεηα: 
   f x f y  
 
 
λα ηζρύεη γηα θάζε ,x y E  κε  ( , )d x y 
 
θαη θάζε  f F ,  όπνπ κε  d  ζπκβνιίδνπκε ηε 
κεηξηθή ηνπ ρώξνπ  X . 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ Arzela 5.33: Έζησ  af  λα είλαη έλα ηζνζπλερέο δίθηπν κηγαδηθώλ 
ζπλαξηήζεσλ νξηζκέλσλ ζε έλαλ ηνπνινγηθό ρώξν X  πνπ ζπγθιίλεη ζεκεηαθά ζε κηα 
ζπλάξηεζε f . Σόηε ην ζύλνιν απηό ζπγθιίλεη νκνηόκνξθα ζε θάζε ζπκπαγέο ζύλνιν θαη ε 
ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο.  
 
Απόδειξη: Γηα ηελ απόδεημε βιέπε Sasvari Zoltan ,2013, Multivariate Characteristic and 
Correlation Functions, ζειίδα 259. 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ 5.34: Έζησ F  λα είλαη έλα ζύλνιν κηγαδηθώλ ζπλαξηήζεσλ νξηζκέλσλ πάλσ 
ζην ζύλνιν 0X   θαη εθνδηάδνπκε ην  F  κε ηελ ηνπνινγία ηεο ζεκεηαθήο ζπγθιηζεο. Εάλ  
   sup :f x f F     
γηα θάζε  x X ,  ηόηε ε θιεηζηόηεηα ηνπ  F  είλαη ζπκπαγήο.  
 
Απόδειξη: Γηα ηελ απόδεημε βιέπε Sasvari Zoltan ,2013, Multivariate Characteristic and 
Correlation Functions, ζειίδα 260. 
Από ηα δύν πξνεγνύκελα ζεσξήκαηα πξνθύπηεη ην αθόινπζν ζεώξεκα: 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ Arzela-Ascoli 5.35: Έζησ  af  λα είλαη έλα ηζνζπλερέο δίθηπν κηγαδηθώλ 
ζπλαξηήζεσλ νξηζκέλσλ ζε έλαλ ηνπνινγηθό ρώξν X  ηέηνην ώζηε:  
   sup :f x f ή       
γηα θάζε x X . Σόηε απηό ην δίθηπν πεξηέρεη έλα ππνδίθηπν ην νπνίν ζπγθιίλεη νκνηόκνξθα 
ζηα ζπκπαγή ζύλνια ζε κία ζπλερή ζπλάξηεζε.  
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΢ημείωζη 5.36: Πεξηζζόηεξα γηα ηελ ελδηαθέξνπζα έλλνηα ηεο ηζνζπλέρεηαο θαζώο θαη γηα 
ηε ζηελή ζρέζε πνπ ππάξρεη κεηαμύ απηήο θαη ηεο νκνηόκνξθεο ζύγθιηζεο αθνινπζηώλ 
ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ κπνξεί λα βξεη θαλείο ζηνλ Walter Rudin, 2000, Αξρέο Μαζεκαηηθήο 
Αλαιύζεσο, ζειίδεο 236 – 242 , ζηνλ Κπβεληίδε Θσκά,2009, Σνπνινγία Μεηξηθώλ Υώξσλ, 
ζειίδεο 187 – 188, ζηνπο Νεγξεπόληεο et.al ,1997, Γεληθή Σνπνινγία θαη ΢πλαξηεζηαθή 
Αλάιπζε , Κεθάιαην 14, ζειίδεο 379-408 θαη ζηνλ Αξγπξό ΢πύξν, 2011,  ΢εκεηώζεηο 
Παξαδόζεσλ Πξαγκαηηθήο Αλάιπζεο, Σξίηε Έθδνζε, ΢ειίδεο 128-133. 
 
΢ηε ζπλέρεηα ζα νξίζνπκε ηελ έλλνηα ηνπ ππξήλα ελόο ηειεζηή  T  . Έζησ    ,X C a b   ν 
ρώξνο ησλ ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ ζην   ,a b
 
. Έζησ επίζεο   ,C t s  κία ζπλερήο κηγαδηθή 
ζπλάξηεζε δύν κεηαβιεηώλ νξηζκέλε ζην ζύλνιν     , ,a b a b  . Σόηε ππάξρεη ην θαηά 
Riemann νινθιήξσκα : 
      ,
b
a
y t C t s x s ds    (21) 
θαη ε  y t  είλαη κία ζπλερήο ζπλάξηεζε. Με ηε βνήζεηα απηνύ ηνπ νινθιεξώκαηνο 
νξίδεηαη ν νινθιεξσηηθόο ηειεζηήο : 
     
     
: , , ,
, , ,
T C a b C a b
x y T x C a b x C a b

   
 
Η ζπλάξηεζε  ,C t s  νλνκάδεηαη πσρήλας ηνπ ηειεζηή T  θαη σο ζπλερήο ζπλάξηεζε 
νξηζκέλε ζε ζπκπαγέο ζύλνιν είλαη θαη θξαγκέλε ζην ζύλνιν     , ,a b a b  . 
  
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 5.37: Η ζπλάξηεζε   2 ,L a b 
 
 θαιείηαη ηδηοζσλάρηεζε ηνπ ζπλερή ππξήλα 
 ,C t s
 
 κε ηδηνηηκή     εάλ  
        , , ,
b
a
t C t s s ds t a b     (22) 
ΛΗΜΜΑ 5.38: Έζησ   2 ,h L a b  . Η ζπλάξηεζε g  πνπ νξίδεηαη σο  
        : , , ,
b
a
g t C t s h s ds t a b    (23) 
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είλαη ζπλερήο. Εηδηθόηεξα, εάλ  ε  
 
 είλαη κία ηδηνζπλάξηεζε ηνπ   ,C t s   κε ηδηνηηκή 
0  ,  ηόηε ε     είλαη ζπλερήο.  
Απόδειξη: Αλ εθαξκόζνπκε ηελ αληζόηεηα Cauchy-Schwarz γηα  
0,t t I   έρνπκε όηη:  
 
          
     
2
0 0
2 2
0
, ,
, ,
b
a
b b
a a
g t g t C t s C t s h s
C t s C t s ds h s ds
   
  

 
  
Ο ππξήλαο   ,C t s   είλαη ζπλερήο θαη επνκέλσο είλαη θαη νκνηόκνξθα ζπλερήο ζην I I  , 
θαζώο ζπλέρεηα ζε θιεηζηά θαη θξαγκέλα δηαζηήκαηα ζπλεπάγεηαη ηελ νκνηόκνξθε ζπλέρεηα. 
Επνκέλσο, ζηελ παξαπάλσ ζρέζε έρνπκε όηη ην δεμηά κέινο ζα ηείλεη ζην κεδέλ θαζώο 
0t t  
αθνύ ηζρύεη όηη     
0
0lim , ,
t t
C t s C t s

  . Άξα     
0
0lim
t t
g t g t


 
 θαη ε ζπλάξηεζε 
g
 
είλαη ζπλερήο. Εηδηθόηεξα, εάλ ε   είλαη κία ηδηνζπλάξηεζε ηνπ   ,C t s   κε ηδηνηηκή 
0 
 
έρνπκε όηη ηζρύεη      ,
b
a
t C t s s ds    θαη επνκέλσο ε ζπλάξηεζε  είλαη 
ζπλερήο. 
ΛΗΜΜΑ 5.39: Η απεηθόληζε T   ε νπνία νξίδεηαη σο: 
          2: , , , ,
b
a
Th t C t s h s ds h L a b t a b     (24) 
Είλαη έλαο ζπκπαγήο γξακκηθόο ηειεζηήο ζηνλ  2 ,L a b .  
Απόδειξη:   Δεδνκέλνπ όηη ν ππξήλαο  ,C t s  είλαη κία θξαγκέλε ζπλάξηεζε ζην ζύλνιν 
   , ,a b a b  , γηα ηελ απεηθόληζε T  έρνπκε όηη:  
 
1 2
2T h C h C h
  
    
θαη έηζη πξνθύπηεη όηη ν T  είλαη έλαο θξαγκέλνο γξακκηθόο ηειεζηήο ζηνλ  2 ,L a b  . Γηα λα 
δείμνπκε ηώξα όηη ν T   είλαη έλαο ζπκπαγήο γξακκηθόο ηειεζηήο ζηνλ  2 ,L a b
 
αξθεί λα 
δείμνπκε όηη γηα θάζε θξαγκέλε αθνινπζία   nh
 
 ε αθνινπζία   nt h
  
έρεη ζπγθιίλνπζα 
ππαθνινπζία. Θεσξνύκε όηη n ng t h  . Αλ εθαξκόζνπκε ηελ αληζόηεηα Cauchy-Schwarz 
όπσο ζην πξνεγνύκελν ιήκκα έρνπκε όηη ε αθνινπζία  ng  είλαη ηζνζπλερήο θαη 
νκνηόκνξθα θξαγκέλε.  Επνκέλσο, από ην ζεώξεκα ησλ Arzela θαη Ascoli ε αθνινπζία 
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 ng   έρεη κηα ππαθνινπζία πνπ ζπγθιίλεη νκνηόκνξθα ζην δηάζηεκα   ,a b   ζε κία ζπλερή 
ζπλάξηεζε. ΢πλεπώο, ν ηειεζηήο  T   είλαη πξάγκαηη ζπκπαγήο. 
 
 Σέινο, ζα αλαθέξνπκε έλα πνιύ ζεκαληηθό απνηέιεζκα από ηελ κειέηε ηεο νκνηόκνξθεο 
ζπλέρεηαο ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ ην νπνίν ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε παξαθάησ.  
 
ΘΔΩΡΗΜΑ DINI 5.40: Θεσξνύκε έλα ζπκπαγέο ππνζύλνιν K  ελόο κεηξηθνύ ρώξνπ. 
Τπνζέηνπκε όηη:  
i) H   
1n n
f

  
 είλαη κηα αθνινπζία ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ ζηνK  
ii) Η   
1n n
f

   
ζπγθιίλεη θαηά ζεκείν πξνο κία ζπλερή ζπλάξηεζε f  ζην K . 
iii)  1n nf f     γηα θάζε  1,2,...n    
Σόηε ε    
1n n
f


  ζπγθιίλεη νκνηόκνξθα πξνο ηελ f  ζην K . 
Απόδειξη: Γηα ηελ απόδεημε βιέπε Walter Rudin, 2000, Αξρέο Μαζεκαηηθήο Αλαιύζεσο, 
ζειίδα229. 
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5.2) Σα θεωπήμαηα ηων Mercer και Karhunen-Loeve 
 
5.2.1) Διζαγωγή 
 
΢ηελ ελόηεηα απηή ζα παξνπζηάζνπκε ηα ζεσξήκαηα ησλ Mercer θαη Karhunen-Loeve. Σν 
ζεώξεκα Karhunen-Loeve έρεη πνιύ ρξήζηκεο εθαξκνγέο όπσο γηα παξάδεγκα ε αλάιπζε 
εηθόλαο. Θα δνύκε επίζεο όηη ην αλάπηπγκα ηνπ Karhunen-Loeve ιακβάλεηαη από κία 
ελδηαθέξνπζα εθαξκνγή ηνπ θαζκαηηθνύ ζεσξήκαηνο γηα ηειεζηέο ζε ζπλδπαζκό κε ην 
ζεώξεκα Mercer, ην νπνίν ζπλδέεη ηε θαζκαηηθή αλαπαξάζηαζε ελόο νινθιεξσηηθνύ 
Hilbert- Schmidt ηειεζηή κε ηνλ αληίζηνηρν Hilbert- Schmidt ππξήλα.  
 
Η ζεκαληηθόηεηα ησλ δύν όκσο απηώλ ζεσξεκάησλ έγθεηηαη ζην γεγνλόο όηη ε ζηνραζηηθή 
ζπλάξηεζε  ,X t  ,  ε νπνία είλαη ζπλάξηεζε δύν κεηαβιεηώλ νξηζκέλε ζην ζύλνιν  
T   ,  κπνξεί λα εθθξαζηεί σο άζξνηζκα γηλνκέλσλ ζπλαξηήζεσλ κίαο κεηαβιεηήο ησλ  t  
θαη   αληίζηνηρα:  
      , n n
n
X t t X      (25) 
Η ζεηξά απηή είλαη ζπγθιίλνπζα θαη ε ζπλάξηεζε   n t   είλαη κία ζπλάξηεζε ηνπ ρξόλνπ 
θαη ε   nX   είλαη κία ηπραία κεηαβιεηή γηα  1n   . ΢ην παξάξηεκα πνπ βξίζθεηαη ζην 
ηέινο ηεο παξνύζαο εξγαζίαο, ζα δνύκε όηη εθηόο από ηα ζεσξήκαηα Mercer θαη Karhunen – 
Loeve  ππάξρεη θαη κία άιιε έθθξαζε απηήο ηεο κνξθήο γηα ηε ζηνραζηηθή 
ζπλάξηεζε  ,X t 
 
 γλσζηή θαη σο “Sampling Theorem” ηνπ Shannon.  
 
5.2.2) Ολοκλήπωζη Μιγαδικών Μέηπων 
 
Πξνηνύ ζπλερίζνπκε ζηελ παξάζεζε ησλ ζεσξεκάησλ Mercer θαη Karhunen-Loeve, ζα 
αλαθέξνπκε θάπνηεο έλλνηεο από ηελ νινθιήξσζε κηγαδηθώλ κέηξσλ νη νπνίεο ζα καο 
ρξεηαζηνύλ ζηε ζπλέρεηα. ΢εκεηώλνπκε επίζεο όηη ζηελ ελόηεηα απηή ζα ζκβνιίδνπκε κε 
  1 1: , : , ... ,N NI a b a b a b           όπνπ  ,
Na b
 
θαη  j ja b      . Σέινο, 
:C I I    ζα είλαη έλαο ζπλερήο ππξήλαο.  
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Θεσξνύκε ην ζύλνιν  2 , ,L PE  όισλ ησλ ηεηξαγσληθά νινθιεξώζηκσλ κηγαδηθώλ 
ζπλαξηήζεσλ. Ο ρώξνο απηόο είλαη έλαο γξακκηθόο ρώξνο εθνδηαζκέλνο κε ην εζσηεξηθό 
γηλόκελν ην νπνίν νξίδεηαη σο εμήο: 
  , :X Y X Y d P E X Y

      (26) 
Θα ζπκβνιίδνπκε κε  2L P ηνλ αληίζηνηρν ρώξν Hilbert. Γηα ηε κέζε ηηκή ηζρύεη ε 
αληζόηεηα Cauchy – Schwarz:  
  E X Y X Y     (27) 
Επίζεο, ε κέζε ηηκή κπνξεί λα γξαθηεί σο εζσηεξηθό γηλόκελν σο εμήο:    ,E X X  1  . 
Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη δύν ηεηξαγσληθά νινθιεξώζηκεο ηπραίεο κεηαβιεηέο κε κέζε ηηκή 
κεδέλ είλαη νξζνγώληεο αλ θαη κόλνλ αλ είλαη αζπζρέηηζηεο.  
Έζησ nT   έλα κε θελό ζύλνιν Borel θαη Z κία κεζν-ηεηξαγσληθά ζπλερήο ζπλάξηεζε 
δεύηεξεο ηάμεο νξηζκέλε ζην ζύλνιν T . Θεσξνύκε ηελ απεηθόληζε 
2( , ) : ( , , )t T L P  E  σο ηελ αληίζηνηρε ηπραία ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζηνλ 
ρώξν 2 ( , , )L PE  .  
Θα νξίζνπκε νινθιεξώκαηα ηεο κνξθήο  
    ,
T
t d t    (28) 
Όπνπ ην  bM T   είλαη δειαδή έλα κηγαδηθό κέηξν Radon νξηζκέλν ζην ζύλνιν 
nT   . 
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 5.41: Έζησ  bM T   . Η ηπραία ζπλάξηεζε ( , )t   ζα θαιείηαη κ-
οιοθιερώζηκε ζπλάξηεζε εάλ ε απεηθόληζε   , , ,t t h t T 
 
είλαη κ-νινθιεξώζηκε 
γηα θάζε   2h L P
 
θαη επηπιένλ ππάξρεη     2I L P 
 
ηέηνην ώζηε  
        2, , , ,
T
t h d t I h h L P      .  (29) 
΢ημείωζη 5.42: Με     2I L P 
 
ζπκβνιίδνπκε ην νινθιήξσκα : 
      ,
T
I t d t          (30) 
Σν νπνίν νξίδεηαη κνλνζήκαληα κέζσ ηεο ζρέζεο  
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        2, , , ,
T
t h d t I h h L P      .  (31) 
Από ηνλ νξηζκό ηνπ παξαπάλσ νινθιεξώκαηνο πξνθύπηνπλ νη αθόινπζεο ηδηόηεηεο: 
i)          2, , , , ,
T T
t h d t t d t h h L P         
ii)  
 
      
       
1 1 2 2
1 1 2 2 1 2
, ,
, , , ,
T
T T
a t a t d t
a t d t a t d t a a
  
   
   
    

 
 
 
            1 2 1 2, , ,
T T T
t d t t d t t d t                
           
1 2 1 2
, , ,
S S S S
t d t t d t t d t     

        όπνπ ηα 1 2,S S T  είλαη 
ζύλνια Borel ηα νπνία δελ ηέκλνληαη κεηαμύ ηνπο. 
iii) ΢ηελ πεξίπησζε πνπ   ,t h    γηα θάπνην   2h L P   θαη γηα θάζε  t T ηόηε     
     ,
T
t d t T h      . 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ 5.43: ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ε ζπλάξηεζε   ,t    είλαη κ θαη λ-νινθιεξώζηκε,  
ηόηε ε ζπλάξηεζε ζπζρέηηζεο   ,C t s
 
είλαη     - νινθιεξώζηκε θαη ηζρύεη: 
 
         , , , , ,
T T T T
t d t d C t s d t s     

       .  (32) 
Εηδηθόηεξα,  
       
2
, , ,
T T T
t d C t s d t s   

      (33) 
Απόδειξη: Αλ ζέζνπκε ζηελ εμίζσζε      , , ,
T
t h d t I h     όπνπ 
   ,
T
h s d v s   πξνθύπηεη όηη:  
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                , , , , , ,
T T T T
t s d v s d t t d t s d v s               (34) 
Αλ ζέζνπκε ηώξα ζηελ εμίζσζε       , , ,
T
t h d t I h     όπνπ   ,h t     θαη 
αληηθαηαζηήζνπκε ην κέηξν κ κε ην κέηξν λ θαη ηε κεηαβιεηή νινθιήξσζεο t  κε  
s πξνθύπηεη ε αθόινπζε ζρέζε: 
 
                , , , , , , ,
T T T
t s d v s s t d v s C t s d v s             
Η ζρέζε απηή ζε ζπλδπαζκό κε ηε ζρέζε (34) καο δίλεη όηη: 
 
              , , , ,
T T T T
t d t s d v s C t s d v s d t   
 
    
  
     . 
Καη ιόγσ ηνπ ζεσξήκαηνο Fubini ε ζπλάξηεζε ζπζρέηηζεο  ,C t s
 
είλαη    -
νινθιεξώζηκε θαη ηζρύεη: 
 
         , , , , ,
T T T T
t d t d C t s d t s     

       . 
   
ΘΔΩΡΗΜΑ 5.44:  Η ζηνραζηηθή ζπλάξηεζε   ,t 
 
είλαη κ-νινθιεξώζηκε αλ θαη κόλνλ 
αλ ε ζπλάξηεζε ζπζρέηηζεο  ,C t s  είλαη    - νινθιεξώζηκε.  
   
Απόδειξη: Γηα ηελ απόδεημε βιέπε Sasvari Zoltan ,2013, Multivariate Characteristic and 
Correlation Functions, ζειίδεο 81-82. 
 
ΠΟΡΙ΢ΜΑ 5.45: Έζησ  ,K t s  λα είλαη έλαο ζπλερήο ζεηηθά εκηνξηζκέλνο ππξήλαο ζην 
ζύλνινT .  Σόηε ε αληζόηεηα  
     , , 0
T T
K t s d t s 

    (35) 
ηζρύεη γηα όια ηα  bM T   ηέηνηα ώζηε ε ζπλάξηεζε  ,K t s
 
λα είλαη κ-νινθιεξώζηκε. 
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Εηδηθόηεξα, ε αληζόηεηα  
      , 0
T T
K t s h t h s dt ds     (36) 
ηζρύεη γηα θάζε ζπλερή ζπλάξηεζε :h T   κε ζπκπαγή θνξέα. 
 
Απόδειξη: Γηα ηελ απόδεημε βιέπε Sasvari Zoltan ,2013, Multivariate Characteristic and 
Correlation Functions, ζειίδα 82. 
 
5.2.3) Σο Θεώπημα Mercer 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ MERCER 5.46: Έλαο απζαίξεηνο ζπλερήο ζεηηθά εκηνξηζκέλνο ππξήλαο 
:C I I   δέρεηαη ηελ decomposition  
      
1
, ,n n n
n
C t s t s t s I  


    (37) 
 
Όπνπ: 
i)   Κάζε n  είλαη κηα ηδηνζπλάξηεζε ηνπ  ,C t s  κε ηδηνηηκή 0n   . 
ii)  Η παξαπάλσ ζεηξά ζπγθιίλεη απόιπηα θαη νκνηόκνξθα. 
 
Όπσο βιέπνπκε ε ζεκαληηθόηεηα ηνπ παξαπάλσ ζεσξήκαηνο είλαη ν δηαρσξηζκόο ζην δεμία 
κέινο ησλ κεηαβιεηώλ t  θαη s . 
 
Απόδειξη: Θεσξνύκε ηνλ ζπκπαγή γξακκηθό ηειεζηή : 
          2: , , , ,
b
a
Th t C t s h s ds h L a b t a b     (38) 
Δεδνκέλνπ όηη γηα ηε ζπλάξηεζε  ,C t s  ηζρύεη όηη     , ,C t s C s t  , πξνθύπηεη όηη 
, ,Th g h Tg  , δειαδή όηη ν ηειεζηήο T  είλαη self-adjoint. Επνκέλσο, αθνύ ν ηειεζηήο  
T  είλαη ζπκπαγήο θαη self-adjoint, όιεο νη ηδηνηηκέο ηνπ είλαη πξαγκαηηθέο θαη ηα 
ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ ηειεζηή T  πνπ αληηζηνηρνύλ ζε δηαθνξεηηθέο ηδηνηηκέο είλαη θάζεηα 
κεηαμύ ηνπο. Επηπιένλ, ιόγσ ηνπ πνξίζκαηνο 5.45, ν ηειεζηήο  T   είλαη κε αξλεηηθόο θαη 
ζπλεπώο θαη όιεο νη ηδηνηηκέο ηνπ είλαη κε αξλεηηθέο. Από ην θαζκαηηθό ζεώξεκα γηα 
ζπκπαγείο θαη self-adjoint ηειεζηέο  πξνθύπηεη όηη ππάξρεη κηα νξζνθαλνληθή βάζε  
1n n



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ζηνλ ρώξν   2 ,L a b  πνπ απνηειείηαη από ηα ηδηνδηαλύζκαηα n  ηνπ T  θαη ηηο αληίζηνηρεο 
ηδηνηηκέο  
n  . Πξνθύπηεη επίζεο όηη θάζε   
2 ,h L a b  κπνξεί λα γξαθεί σο:  
 , n n
n S
h h  

    
Εθαξκόδνληαο ηελ παξαπάλσ ζρέζε γηα ηε ζπλάξηεζε   : ,h s C s t  : 
        
1
, , , , , ,n n
n
C t C t C t t a b 


         (39) 
Δεδνκέλνπ όηη από ηα 
n είλαη ηα ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ T  κε  ηδηνηηκέο n έρνπκε όηη: 
          , , ,
b
n n n n n
a
C t C t s s ds T t t          (40) 
Καη ζπλεπώο ε ζρέζε (39) γξάθεηαη: 
    
1
, n n n
n
C t t  


     (41) 
 
Από ηε ζρέζε απηή θαη ιόγσ ηεο νξζνθαλνληθόηεηαο ησλ δηαλπζκάησλ n , έρνπκε όηη  
 
   
       
     
2
1
1 1
22 2
1
0 lim ,
lim , , ,
lim , , ,
n
k k k
n
k
n n
k k k k k k
n
k k
b n
k k
n
ka
C t t
C t t C t t
C t s ds t t a b
  
     
 


 
 
 

   
    
 
   
 
 

 

  
  
Λόγσ ηνπ Λήκκαηνο 5.38  έρνπκε όηη αλ γηα ηελ ηδηνηηκή k  
ηζρύεη όηη 0k   ηόηε ε 
ηδηνζπλάξηεζε k  πνπ αληηζηνηρεί ζε απηή ηελ ηδηνηηκή είλαη ζπλερήο. Η ζπλάξηεζε 
 
2
,
b
a
t C t s ds  είλαη επίζεο ζπλερήο. Επνκέλσο ιόγσ ηνπ ζεσξήκαηνο Dini ε ζεηξά 
 
2
2
1
k k
k
t 


  ζπγθιίλεη νκνηόκνξθα ζην δηάζηεκα  ,a b  ( θαζώο είλαη αύμνπζα ζεηξά 
ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ πνπ ζπγθιίλεη θαηά ζεκείν πξνο κία ζπλερή ζπλάξηεζε ζην θιεηζηό 
θαη θξαγκέλν θαη επνκέλσο ζπκπαγέο δηάζηεκα   ,a b ). 
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Υξεζηκνπνηώληαο ηελ αληζόηεηα Cauchy – Schwarz έρνπκε όηη: 
        
1/2 1/2
2 2
q q q
k k k k k k k
k p k p k p
t s t s      
  
   
    
   
     (42) 
΢πκπεξαίλνπκε όηη ε ζεηξά    
1
, n n n
n
C t t  


    ζπγθιίλεη απόιπηα θαη νκνηόκνξθα 
θαζώο όπσο είδακε νη ζεηξέο πνπ βξίζθνληαη ζην δεμηά κέινο ηεο ζρέζεο  (42)  ζπγθιίλνπλ 
νκνηόκνξθα.  
Σέινο γηα λα δείμνπκε ηε ζρέζε  (37)  ζεσξνύκε γηα γηα ζηαζεξό s ηε ζπλερή κε αξλεηηθή 
ζπλάξηεζε  
      
2
1
, n n n
n
t C t s t s  


 
 
 (43) 
Υξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε  (40)  βιέπνπκε όηη ην νινθιήξσκα ζε όιν ην ζύλνιν I  είλαη ίζν 
κε κεδέλ. Απηό ζεκαίλεη όηη ε παξαπάλσ ζπλάξηεζε είλαη παληνύ ίζε κε κεδέλ θαη ζπλεπώο 
πξνθύπηεη όηη : 
      
1
, ,n n n
n
C t s t s t s I  


   .  (44) 
 
5.2.4) Σο θεώπημα Karhunen-Loeve 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ KARHUNEN-LOEVE 5.47: Έζησ   2, : ( , , )t I L P  E  λα είλαη κία 
κεζνηεηξαγσληθά ζπλερήο ηπραία ζπλάξηεζε κε ζπλάξηεζε ζπζρέηηζεο  ,C t s . Σόηε ε  
( , )t   επηδέρεηαη ην αλάπηπγκα : 
  ( , ) ( )n n n
n S
t t X t I   

     (45) 
  
Όπνπ: 
 i)   Κάζε  n  είλαη κηα ηδηνζπλάξηεζε ηνπ  ,C t s  πνπ αληηζηνηρεί ζηελ ηδηνηηκή 0n    
θαη ζεσξνύκε ην ζύλνιν  : 0nS n     σο ην ζύλνιν ησλ ηδηνηηκώλ ηνπ.  
ii)        
1
b
n n
an
X s s ds 

    . 
iii) Σα   nX    ζρεκαηίδνπλ έλα νξζνθαλνληθό ζύζηεκα ζηνλ ρώξν  
2 ( , , )L PE  . 
iv) Η ζεηξά  (45)  ζπγθιίλεη νκνηόκνξθα ζην ζύλνιν I .  
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Απόδειξη:  
Έρνπκε όηη       
1
b
n n
an
X s s ds 

  
 
 ζηελ πεξίπησζε πνπ n S  ελώ αλ  n S  
ην   0nX    . Σν νινθιήξσκα    
b
n
a
s s ds   ππάξρεη θαζώο ε 
ζπλάξηεζε    ns s s 
 
 είλαη ζπλερήο, επνκέλσο θαη θξαγκέλε.  
Εθαξκόδνληαο ην ζεώξεκα  5.43 έρνπκε όηη:  
 
           
     
   
,
1
, ,
1
,
,
b b
n m n m
a an m
b b
n m
a an m
b
m
n m
n a
n m
X X t t dt s s ds
C t s t s ds dt
t t dt
n m S
   
 
 
 

 


     


 
 
 

  
θαζώο ηζρύεη όηη         ,
b
m m m m
a
C t s s ds T t t      . 
 
΢πλεπώο ηα  nX   ζρεκαηίδνπλ έλα νξζνθαλνληθό ζύζηεκα.  Υξεζηκνπνηώληαο ηελ 
ηδηόηεηα  i)  ηνπ νινθιεξώκαηνο θαη ηνλ νξηζκό ηεο   nX    έρνπκε όηη: 
 
 
         
   
 
1
, ,
1
,
,
b
n n
an
b
n
an
n n
t X t s s ds
C t s s ds
t n
 



 
    
 
 

   
 
 
Καζώο ηζρύεη όηη        ,
b
n n n n
a
C t s s ds T t t      . 
 
Υξεζηκνπνηώληαο ην απνηέιεζκα απηό έρνπκε όηη:  
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 
   
   
     
   
2
1
1 1
2
1 1
2
,
1 1
1
( , ) ( )
( , ) ( ), ( , ) ( )
( , ), ( , ) 2 ( , ) , ( ) ( ), ( )
, 2 ( , ) , ( )
, 2
k
n n n
n
k k
n n n n n n
n n
kk
n n n n n n n
n n
kk
n n n n n n n
n n
k
n n n n
n
t t X
t t X t t X
t t t t X t X X
C t t t t X t
C t t t
   
       
         
      
   

 
 
 

  
     
      
    
 

 
 
 
    
   
2
1
2
1
, ,
k
n n
n
k
n n
n
t t
C t t t k
 
 


 
  


  
Από ην ζεώξεκα Mercer ην δεμηά κέινο ηεο παξαπάλσ ζρέζεο ζπγθιίλεη νκνηόκνξθα ζην 
κεδέλ ζην ζύλνιν  I   θαζώο ην  k   .  Καη απνδείμακε ην δεηνύκελν. 
 
Σν επόκελν ζεώξεκα απνηειεί ην αληίζηξνθν ηνπ ζεσξήκαηνο Karhunen-Loeve. 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ 5.48: Έζησ 0 S  , n S , n  λα είλαη έλαο ζεηηθόο αξηζκόο θαη 
 n n SX   λα είλαη έλα νξζνθαλνληθό ζύζηεκα ζηνλ ρώξν  
2 ( , , )L PE  . Επηπιένλ, έζησ 
 n n S   λα είλαη έλα νξζνθαλνληθό ζύζηεκα από ζπλερείο ζπλαξηήζεηο ζηνλ  
2 ,L a b  
ηέηνην ώζηε ε ζεηξά   
      , n n n
n
t t X t I   

     (46) 
λα ζπγθιίλεη νκνηόκνξθα ζην I . Σόηε, απηή ε ζεηξά νξίδεη κία κεζνηεηξαγσληθά ζπλερή 
ηπραία ζπλάξηεζε  ,t   θαη ε ζπλάξηεζε  n   είλαη κία ηδηνζπλάξηεζε κε ηδηνηηκέο  
n ηεο ζπλάξηεζεο ζπζρέηηζεο ηεο   ,t  .  
 
Απόδειξη: 
 
΢ηα πιαίζηα ηεο απόδεημεο ζεσξνύκε όηη  S   θαη ε γεληθή πεξίπησζε απνδεηθλύεηαη 
θαηά ηνλ ίδην ηξόπν. Η ζπλάξηεζε  ,t   είλαη κία δεύηεξεο ηάμεο ζηνραζηηθή ζπλάξηεζε 
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κε ζπλάξηεζε ζπζρέηηζεο πνπ από ην ζεώξεκα Mercer δίλεηαη από ηνλ ηύπν: 
 
     
   
1
, , , ,
,n n n
n
C t s t s
t s t s I
 
  


   
 
  (47) 
Όπνπ ε ζεηξά ζπγθιίλεη νκνηόκνξθα ζην ζύλνιν I .  ΢πλεπώο, ε ζπλάξηεζε 
ζπζρέηηζεο  ,C t s  θαη επνκέλσο θαη ε ζπλάξηεζε  ,t  είλαη ζπλερείο σο άζξνηζκα 
γηλνκέλσλ ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ. Δεδνκέλνπ όηη ε αθνινπζία  n n   απνηειεί έλα 
νξζνθαλνληθό ζύζηεκα έρνπκε όηη: 
 
         
     
 
1
1
,
, ,
b b
k n n n k
na a
b
n n n k
n a
k k
C t s s ds t s s ds
t s s ds
t t I k
    
   
 




 
 
  
 
    
  
Παπάδειγμα 5.49: Έζησ       21 2, ,..., ( , , )nY Y Y L P    E  νη νπνίεο είλαη 
αζπζρέηηζηεο κε κέζε ηηκή κεδέλ θαη ηππηθή απόθιηζε 0j  . Επηπιένλ,  1 2, ,..., nk k k  . 
Η ζπλάξηεζε ζπζρέηηζεο ηεο ηπραίαο ζπλάξηεζεο   
      
1
, 0,2j
n
it k
j
j
t e Y t  

     
δίλεηαη από ηε ζρέζε: 
      2 2
1 1
, 0,2j j j
n n
it k i sk i t s k
j j
j j
C t s e e e t  

 
       
Οη ζπλαξηήζεηο     
1
0,2
2
ji t k
j t e t 

   απνηεινύλ έλα νξζνθαλνληθό ζύζηεκα 
ζηνλ  2 0,2L   . Θεσξνύκε ηώξα ηα  : /j j jX Y   .  Σόηε ηα      1 2, ,..., nX X X    
είλαη έλα νξζνθαλνληθό ζύζηεκα ζηνλ ρώξν  
2 ( , , )L PE
 
 θαη ε ηπραία ζπλάξηεζε   
 
 ,t   δίλεηαη από ηε ζρέζε: 
        
1
, 2 0,2
n
j j j
j
t t X t     

     
όπνπ j  είλαη κία ηδηνζπλάξηεζε ηνπ C  κε ηδηνηηκέο  
22 j   . 
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΢ΗΜΔΙΩ΢Η 5.50: Έλαο άιινο ηξόπνο αλαπαξάζηαζεο ηπραίσλ ζπλαξηήζεσλ είλαη κέζσ 
ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Karhunen.  Σν ζεώξεκα απηό καο δίλεη ηηο ζπλζήθεο θάησ από ηηο 
νπνίεο ε ηπραία ζπλάξηεζε  ,t   νξηζκέλε ζην ζύλνιν  T t
 
κε ζπλάξηεζε 
ζπζρέηηζεο       , ,C t s X t X s   κπνξεί λα αλαπαξαζηαζεί σο:  
      , ,
A
t t a d Z a      (48) 
όπνπ A  είλαη έλα ζύλνιν ζηνηρείσλ α,  ,t a είλαη κία κηγαδηθή ζπλάξηεζε δύν 
κεηαβιεηώλ θαη Z  είλαη έλα νξζνγώλην ηπραίν κέηξν ζην ζύλνιν A . ΢ύκθσλα κε ην 
ζεώξεκα ηνπ Karhunen ε ηπραία ζπλάξηεζε   ,t 
 
κπνξεί λα εθθξαζηεί ζηε κνξθή (48) 
αλ θαη κόλνλ αλ ε ζπλάξηεζε ζπζρέηηζεο   ,C t s
 
 κπνξεί λα γξαθεί ζηε κνξθή : 
        , , ,
A
C t s t a s a F d a     (49) 
όπνπ  F  είλαη έλα κέηξν ζην ζύλνιν A  .  
Πεξηζζόηεξα γηα ηα νξζνγώληα κέηξα θαζώο θαη γηα ην ζεώξεκα Karhunen κπνξεί λα βξεη 
θαλείο ζηνλ Sasvari Zoltan ,2013, Multivariate Characteristic and Correlation Functions, 
ζειίδεο 92 - 102. Επηπιένλ, κία αλαιπηηθή παξνπζηάζε νινθιεξσηηθώλ αλαπαξαζηάζεσλ 
ηπραίσλ ζπλαξηήζεσλ, ν ελδηαθεξόκελνο αλαγλώζηεο κπνξεί λα βξεη ζηνπο Gikhman I.I., 
Skorohhod A.V., 1969, Introduction to the Theory of Random Processes, W.B. Saunders 
Company ,ζειίδεο 200-207. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 6 
ΦΑ΢ΜΑΣΙΚΗ ΑΝΑΠΑΡΑ΢ΣΑ΢Η ΢ΣΑ΢ΙΜΩΝ ΣΤΥΑΙΩΝ 
΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΔΩΝ 
 
6.1) Διζαγωγή 
 
Λέγνληαο θαζκαηηθή αλαπαξάζηαζε ηεο ηπραίαο ζπλάξηεζεο  ;X t 
 
ελλννύκε κία 
αλαπαξάζηαζε απηήο ζηε κνξθή ηνπ ζηνραζηηθνύ νινθιεξώκαηνο Fourier. Η θαζκαηηθή 
αλαπαξάζηαζε νξίδεηαη θαη είλαη πνιύ ζεκαληηθή γηα κία επξεία θιάζε ηπραίωλ 
ζπλαξηήζεωλ. ΢ηελ ελόηεηα απηή ζα δνύκε πωο νξίδεηαη ε θαζκαηηθή αλαπαξάζηαζε ηεο 
ζπλάξηεζεο απηνζπλδηαθύκαλζεο κηαο ζηάζηκεο θαη ζπλερνύο ηπραίαο ζπλάξηεζεο. Οη 
ζηάζηκεο ηπραίεο ζπλαξηήζεηο είλαη κία θαηεγνξία ζπλαξηήζεωλ ε νπνία ζπλαληάηαη 
επξύηαηα ζηηο εθαξκνγέο θαη πξνθύπηεη θαηά θπζηθό ηξόπν όηαλ όηαλ θάπνηνο ζεωξήζεη κία 
ζεηξά από παξαηεξήζεηο  x t  νη νπνίεο εμαξηόληαη από ηνλ ρξόλν t  θαη δελ ππόθεηληαη ζε 
θάπνηα ζπζηεκαηηθή αιιαγή. Τπελζπκίδνπκε όηη κε ηνλ όξν ηπραία ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε 
έλα απζαίξεην ζύλνιν  , ,...T t s  ελλννύκε κία ζπλάξηεζε  ;X t   ηεο νπνίαο νη ηηκέο 
είλαη ηπραίεο κεηαβιεηέο. ΢πλεπώο, κία ηπραία ζπλάξηεζε ζην ζύλνιν T είλαη κία νηθνγέλεηα 
από ηπραίεο κεηαβιεηέο    , ,...X t X s  γηα θάζε ζηνηρείν , ...t s ηνπ ζπλόινπ T αληίζηνηρα. 
΢ηε πεξίπηωζε πνπ ην ζύλνιν T  πεξηέρεη έλα πεπεξαζκέλν αξηζκό ζηνηρείωλ, ηόηε ε ηπραία 
ζπλάξηεζε  ;X t  είλαη κία πεπεξαζκέλε νηθνγέλεηα ηπραίωλ κεηαβιεηώλ θαη απνηειεί ηελ 
θιαζηθή πνιπδηάζηαηε ηπραία κεηαβιεηή πνπ κειεηάηαη ζε θάζε πξνπηπρηαθό κάζεκα 
ζεωξίαο πηζαλνηήηωλ. ΢ηελ πεξίπηωζε όκωο πνπ ην ζύλνινT είλαη άπεηξν, ηόηε ε ηπραία 
ζπλάξηεζε  ;X t  είλαη κία άπεηξε νηθνγέλεηα ηπραίωλ κεηαβιεηώλ. ΢ηε ζπλέρεηα 
ππελζπκίδνπκε ηνλ νξηζκό ηεο ζηάζηκεο ηπραίαο ζπλάξηεζεο. 
  
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 6.1: Μηα ηπραία ζπλάξηεζε  ;X t   νλνκάδεηαη ιζσςπώρ ζηάζιμη αλ όιεο νη 
νηθνγέλεηεο ηωλ θαηαλνκώλ πηζαλόηεηαο απηήο παξακέλνπλ αλαιινίωηεο ζε κία νπνηαδήπνηε 
κεηαηόπηζε ηεο αξρήο ηωλ ρξόλωλ, δειαδή, αλ γηα θάζε   ηζρύνπλ νη ζρέζεηο: 
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   
1 2 1 2, , ..., , 1 2 , ,..., , 1 2
, ,..., , ,...,
N Nt t t N t t t N
F x x x F x x x       
 
θαη ζηελ πεξίπηωζε πνπ ππάξρεη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο: 
 
    
1 2 1 2, , ..., , 1 2 , ,..., , 1 2
, ,..., , ,...,
N Nt t t N t t t N
f x x x f x x x        
 
γηα θάζε N   θαη θάζε  1 ,..., NNt t   . 
 
Ο νξηζκόο απηόο καο ιέεη όηη ε πηζαλνζεωξεηηθή δνκή ηεο ηπραίαο ζπλάξηεζεο  ;X t  θαη 
ηεο    ; ;X t X t      είλαη αθξηβώο ε ίδηα γηα θάζε   . ΢πρλά πεξηνξηδόκαζηε ζηε 
ζεώξεζε κόλν ηωλ πξωηνηάμεωλ θαη δεπηεξνηάμηωλ ραξαθηεξηζηηθώλ κηαο ηπραίαο 
ζπλάξηεζεο. ΢ηηο πεηπηώζεηο απηέο ε έλλνηα ηεο ζηαζηκόηεηαο πεξηνξίδεηαη ωο εμήο: 
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 6.2: Μηα ηπραία ζπλάξηεζε  ;X t   νλνκάδεηαη αζθενώρ ζηάζιμη αλ : 
i. Είλαη δεπηέξαο ηάμεωο, δειαδε  
2
;E X t    
 
  
ii. Η ζπλάξηεζε κέζεο ηηκήο απηήο είλαη αλεμάξηεηε ηνπ ρξόλνπ, δειαδή, θαη 
 X Xm t m  . 
iii. Η ζπλάξηεζε απηνζπλδηαθύκαλζεο απηήο εμαξηάηαη κόλν από ηε δηαθνξά ηωλ δύν 
νξηζκάηωλ, δειαδή:    ,X X X XC t t C    . 
 
Παξαηεξνύκε όηη ε θπζηθή εξκελεία ηωλ ζπλζεθώλ πνπ ηθαλνπνηνύλ νη ζηάζηκεο ηπραίεο 
ζπλαξηήζεηο είλαη όηη θαλέλαο από ηνπο καθξνζθνπηθνύο παξάγνληεο πνπ επεξεάδνπλ ην 
θαηλόκελν πνπ βξίζθεηαη ζε εμειημε δελ κεηαβάιιεηαη κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξόλνπ. Με άιια 
ιόγηα ε ηπραία ζπλάξηεζε  ;X t   πεξηγξάθεη ηε ρξνληθή κεηαβνιή ελόο θαηλνκέλνπ 
ζηαζεξήο θαηάζηαζεο γηα ην νπνίν ε δηαθνξνπνίεζε ζηελ επηινγή ηνπ ρξόλνπ δελ επηθέξεη 
θακία αιιαγή. ΢ε πξαθηηθέο εθαξκνγέο ε ηπραία ζπλάξηεζε  ;X t  κπνξεί ζπρλά λα 
ζεωξεζεί ωο ζηάζηκε ζπλάξηεζε θαη απηό κπνξεί λα γίλεη εκθαλέο θαη από ηελ γξαθηθή ηεο 
αλαπαξάζηαζε θαζώο δελ ζα εκθαλίδεη θάπνηα ζπζηεκαηηθή αιιαγή θαηά ηελ εμέιημε ηεο 
ζην ρξόλν. Σέινο, αμίδεη λα αλαθέξνπκε όηη ζηελ πεξίπηωζε ηωλ Gaussian ηπραίωλ  
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ζπλαξηήζεωλ, γηα ηηο νπνίεο ε κέζε ηηκή θαη ε ζπλάξηεζε ζπζρέηηζεο πξνζδηνξίδνπλ πιήξωο 
όιεο ηηο πνιπδηάζηαηεο ηπραίεο κεηαβιεηέο, νη έλλνηεο ηεο ηζρπξήο θαη ηεο αζζελήο 
ζηαζηκόηεηαο ηαπηίδνληαη κεηαμύ ηνπο. Η Gaussian ζπλάξηεζε έρεη πάληα πεπεξαζκέλε 
πξώηε θαη δεύηεξε ξνπή, ε κέζε ηηκή ηεο είλαη αλεμάξηεηε ηνπ ρξόλνπ, ε ζπλάξηεζε 
ζπζρέηηζεο  ,C t  εμαξηάηαη κόλν από ηε δηαθνξά t   θαη νη αληίζηνηρεο πνιπκεηαβιεηέο 
ζπλαξηήζεηο θαηαλνκήο ηθαλνπνηνύλ ηε ζρέζε  
    
1 2 1 2, , ..., , 1 2 , ,..., , 1 2
, ,..., , ,...,
N Nt t t N t t t N
F x x x F x x x        
ηνπ νξηζκνύ ηεο ζηάζηκεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο. 
 
6.2) ΢ςνάπηηζη θαζμαηικήρ καηανομήρ 
  
΢ηε ζπλέρεηα ζα αλαθέξνπκε δύν ζεκαληηθά ζεωξήκαηα γηα ζπλερείο θαη ζεηηθά νξηζκέλεο 
ζπλαξηήζεηο ηα νπνία ζα καο είλαη πνιύ ρξήζηκα ζηε ζπλέρεηα. Τπελζπκίζνπκε όηη ε 
ζπλάξηεζε απηνζπλδηαθύκαλζεο θάζε ζηάζηκεο θαη ζπλερνύο ζπλάξηεζεο είλαη ζπλερήο θαη 
ζεηηθά νξηζκέλε. Επηπιένλ, ζε νιόθιεξε ηελ ελόηεηα ζα ζπκβνιίδνπκε κε ω ηε ζπρλόηεηα.  
 
ΘΔΩΡΗΜΑ BOCHNER 6.3: Κάζε ζπλάξηεζε :C  , ε νπνία είλαη ζεηηθά νξηζκέλε 
θαη ζπλερήο κπνξεί λα γξαθεί ζηε κνξθή : 
      expC i d  


  S   (1) 
όπνπ  S  είλαη κία κε θζίλνπζα ζπλάξηεζε θαηαλνκήο. Αληηζηξόθωο, θάζε ζπλάξηεζε 
 C   πνπ αλαπαξίζηαηαη ζηε κνξθή      expC i d  


  S είλαη κία ζεηηθά 
νξηζκέλε θαη ζπλερήο ζπλάξηεζε. 
 
Η ζπλάξηεζε  S  νλνκάδεηαη ζςνάπηηζη θαζμαηικήρ καηανομήρ ηεο  C  . 
 
Όπωο γλωξίδνπκε ε ζπλάξηεζε θαζκαηηθήο θαηαλνκήο είλαη κελ πάληνηε κε θζίλνπζα αιιά 
κπνξεί λα κελ είλαη παξαγωγίζηκε. ΢ηελ πεξίπηωζε πνπ ε ζπλάξηεζε θαζκαηηθήο 
θαηαλνκήο είλαη παξαγωγίζηκε, ε ζπλάξηεζε  C 
 
γξάθεηαη ζηε κνξθή : 
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            exp , / 0C i S d ό S d d       


   S    (2) 
Καη ιέκε όηη ε ζπλάξηεζε  C   έρεη ζπλερέο θάζκα. Επηπιένλ, ε ζπλάξηεζε  S   
νλνκάδεηαη ζςνάπηηζη θαζμαηικήρ πςκνόηηηαρ  C  . 
 
Η ζρέζε (2) κε ηε βνήζεηα ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Fourier αληηζηξέθεηαη θαη καο δίλεη ηε 
ζρέζε: 
      
1
exp
2
S i C d   



    (3) 
 
΢ηελ πεξίπηωζε πνπ ε ζπλάξηεζε  C   είλαη άξηηα ζπλάξηεζε πξνθύπηεη όηη θαη ε 
ζπλάξηεζε  S  είλαη άξηηα.  
Λόγω ινηπόλ ηεο αξηηόηεηαο ηωλ ζπλαξηήζεωλ  C   θαη  S   κπνξνύκε λα πεξηνξίζνπκε 
ηελ νινθιήξωζε ζηνλ ζεηηθό εκηάμνλα θαη έηζη πξνθύπηνπλ νη αθόινπζεο ζρέζεηο: 
     
0
cosC S d   

    θαη   (4) 
     
0
2
cosS C d   


      (5) 
όπνπ    2S S   .  
Αλ εθαξκόζνπκε ηα αλωηέξω γηα ηε ζπλάξηεζε απηνζπλδηαθύκαλζεο 
   ,X X X XC t t C    θαη ζέζνπκε    X XS S 
  πξνθύπηεη ην αθόινπζν 
ζεώξεκα: 
 
ΘΔΩΡΗΜΑ WIENER – KHINCHIN 6.4: Η ζπλάξηεζε απηνζπλδηαθύκαλζεο 
   ,X X X XC t t C    θάζε ζηάζηκεο θαη ζπλερνύο ηπραίαο ζπλάξηεζεο  ;X t   
κπνξεί λα αλαπαξαζηαζεί ζηε κνξθή:  
      
0
cosX X X XC S d   

    (6) 
Καη κε ηε βνήζεηα ηνπ ζπληκεηνληθνύ κεηαζρεκαηηζκνύ Fourier ε παξαπάλω ζρέζε κπνξεί 
λα αληηζηξαθεί θαη έρνπκε: 
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      
0
2
cosX X X XS C d   


    (7) 
 
 Οη παξαπάλω δύν ζρέζεηο είλαη γλωζηέο ωο ζρέζεηο Wiener-Khinchin. ΢ύκθωλα κε απηέο 
ηηο ζρέζεηο, νη ζπλαξηήζεηο θαζκαηηθήο ππθλόηεηαο  X XS   θαη απηνζπλδηαθύκαλζεο 
 X XC   βξίζθνληαη ζε ακθηκνλνζήκαληε αληηζηνηρία κεηαμύ ηνπο. Απηό ζεκαίλεη όηη ε 
ζπλάξηεζε θαζκαηηθήο ππθλόηεηαο  X XS   πεξηέρεη ηελ ίδηα αθξηβώο πιεξνθνξία γηα ηελ 
ηπραία ζπλάξηεζε  ;X t   κε ηελ ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο  X XC  . Ο ζπληκεηνληθόο 
κεηαζρεκαηηζκόο Fourier  X XS   ηεο ζπλάξηεζεο απηνζπλδηαθύκαλζεο 
   ,X X X XC t t C    κηαο ζηάζηκεο ηπραίαο ζπλάξηεζεο νλνκάδεηαη ζπλάξηεζε 
θαζκαηηθήο ππθλόηεηαο ή θάζκα ηεο  X XC  . 
Μία πξώηε θαζκαηηθή αλαπαξάζηαζε γηα ηηο γηα ζπλαξηήζεηο ζπζρέηηζεο ζηάζηκωλ ππό ηελ 
επξεία έλλνηα ζηνραζηηθώλ δηαδηθαζηώλ δόζεθε ην 1934 από ηνλ Khintchine, όπνπ ζεωξνύκε 
όηη γηα ηε ζπλάξηεζε ζπζρέηηζεο  ,X XR s t ηεο ζηνραζηηθήο δηαδηθαζίαο  
 , ,X t t  , ηζρύεη όηη: 
   ,X XR s t R s t  .  
Σόηε ε ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο  ,X XR s t  ωο ζεηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε θαη 
δεδνκέλνπ όηη είλαη ζπλερήο κπνξεί ιόγω ηνπ ζεωξήκαηνο Bochner λα αλαπαξαζηαζεί ωο: 
    i t sR t e d F s


    (9) 
όπνπ ε F  είλαη κηα ζςνάπηηζη καηανομήρ ε νπνία επάγεη έλα θεηικό θαη πεπεπαζμένο 
μέηπο Borel ζην ζύλνιν . ΢ηε πεξίπηωζε απηή ε ζπλάξηεζε  F s  θαιείηαη θαζμαηική 
πςκνόηηηα ηεο ζηάζηκεο δηαδηθαζίαο.  
Η θπζηθή ζεκαζία ηεο θαζκαηηθήο ζπλάξηεζεο  είλαη ε εμήο: 
Εάλ ε ηπραία ζπλάξηεζε  ,t   αλαπαξηζηά ην ειεθηξηθό ξεύκα, ηόηε κπνξεί λα 
αλαπαξαζηαζεί ωο έλα ζπλερέο άζξνηζκα από απιέο αξκνληθέο ηαιαληώζεηο κε ηπραία πιάηε 
θαη ε πξνζαύμεζε    2 1F s F s  κε 1 2s s είλαη ίζε κε ηε κέζε ηζρή ηωλ αξκνληθώλ 
ζπληζηωζώλ ηεο δηαδηθαζίαο ηεο νπνίαο νη ζπρλόηεηεο αλήθνπλ ζηα εκηαλνηρηά δηαζηήκαηα 
1 2,s s  . 
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6.3) Φαζμαηικό Θεώπημα 
 
Η θαζκαηηθή ζπλάξηεζε κπνξεί λα απνθηεζεί κέζω ηεο ζπλάξηεζεο ζπζρέηηζεο. Από ηε 
ζεωξία ηωλ ραξαθηεξηζηηθώλ ζπλαξηήζεωλ, ηελ νπνία αλαπηύμακε αλαιπηηθά ζην πξώην 
θεθάιαην, ζηε πεξίπηωζε πνπ ηα a  θαη b είλαη ζεκεία ζπλέρεηαο ηεο ζπλάξηεζε θαηαλνκήο 
 F s  έρνπκε όηη: 
 
      
1
2
i t a it be e
F b F a R t d t
i t
  


     (10) 
 
΢ηα ζεκεία αζπλέρεηαο ηεο ζπλάξηεζε θαηαλνκήο  F s  ε παξαπάλω ζρέζε ζπλερίδεη λα 
ηζρύεη κε ηε δηαθνξά όηη αληηθαζηζηνύκε ηε ζπλάξηεζε F  ζην αξηζηεξά κέινο ηεο ζρέζεο κε 
ηε ζπλάξηεζεG πνπ νξίδεηαη ωο      0 / 2G s F s F s      . 
΢ηε πεξίπηωζε πνπ ε ζπλάξηεζε ζπζρέηηζεο  R t είλαη είλαη απόιπηα νινθιεξώζηκε ζην 
δηάζηεκα  ,  , δειαδή  R t dt


  , ηόηε ε θαζκαηηθή ππθλόηεηα ππάξρεη θαη 
είλαη ίζε κε : 
    
1
2
iu tf s e R t d t




    (11) 
δειαδή ε θαζκαηηθή ππθλόηεηα είλαη ν αληίζηξνθνο κεηαζρεκαηηζκόο Fourier ηεο 
ζπλάξηεζεο ζπζρέηηζεο  R t . 
 
Με ηε ινγηθή πνπ αλαπηύμακε παξαπάλω πξνθύπηεη ην θαζκαηηθό ζεώξεκα ην νπνίν 
παξνπζηάδνπκε ζηε ζπλέρεηα. Σνλίδνπκε όηη, ζην θαζκαηηθό ζεώξεκα, ε ηπραία ζπλάξηεζε 
 ;X t  ζεωξείηαη όηη ιακβάλεη κηγαδηθέο ηηκέο, δειαδή γξάθεηαη ζηε κνξθή 
     ; ; ;R IX t X t i X t     . ΢πλεπώο, ε ζπλάξηεζε  ,X X  Z ιακβάλεη θαη 
απηή κηγαδηθέο ηηκέο. 
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ΦΑ΢ΜΑΣΙΚΟ ΘΔΩΡΗΜΑ 6.5: Έζηω  ;X t  , κε  ,t    λα είλαη κία ζηάζηκε 
θαη ζπλερήο ηπραία ζπλάξηεζε κε κέζε ηηκή κεδέλ θαη ζπλάξηεζε απηνζπλδηαθύκαλζεο 
 X XC  . Σόηε ππάξρεη πάληνηε κία ζπλάξηεζε νξζνγώληωλ πξνζαπμήζεωλ  ,X X  Z  
ηέηνηα ώζηε ε ζπλάξηεζε  ;X t  λα αλαπαξίζηαηαη ωο ζηνραζηηθό νινθιήξωκα Fourier – 
Stieltjes ηεο κνξθήο: 
      , exp ;X XX t i t d   


  Z   (12) 
Η ηπραία ζπλάξηεζε  ;X X  Z  νλνκάδεηαη ζηοσαζηική ζςνάπηηζη θαζμαηικήρ 
καηανομήρ ηεο  ;X t  θαη νξίδεηαη θαηά πξνζέγγηζε κίαο αζξνηζηηθήο ηπραίαο κεηαβιεηήο 
από ηε ζρέζε : 
    
   
 
2 1
2 1
exp exp1
; ; ;
2
X X X X
i t i t
X t d t
i t
 
    



  
 

Z Z   (13) 
Η ζπλάξηεζε  ;X X  Z  έρεη ηηο αθόινπζεο ηδηόηεηεο: 
    2 1; ; 0X X X XE        Z Z  ή  ; 0X XE d
     Z   
Καη γηα 1 2 3 4      , 
        2 1 4 3; ; ; ; 0X X X X X X X XE                 Z Z Z Z  ή  
γηα   ,    ; ; 0X X X XE d d
      
 
Z Z . 
Επεηδή ε ζπλάξηεζε  ;X X  Z  ηθαλνπνηεί απηέο ηηο ηδηόηεηεο ιέκε όηη είλαη ηπραία 
ζπλάξηεζε νξζνγώληωλ πξνζαπμήζεωλ. 
 
ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η: Γηα ηε πνζόηεηα  
2
;X XE d
   
  
Z  έρνπκε όηη: 
       
2
;X X X X X XE d d S d
        
  
Z S  
 
Απόδειξη: Γηα ηελ απόδεημε βιέπε Γ.Α. Αζαλαζνύιε, ζεκεηώζεηο γηα ην κάζεκα 
“΢ηνραζηηθή Μνληεινπνίεζε Μαθξνζθνπηθώλ Φαηλνκέλωλ θαη Δηαδηθαζηώλ’’, Σκήκα 
Ναππεγώλ Μεραλνιόγωλ Μεραληθώλ, Εζληθό Μεηζόβην Πνιπηερλείν, Κεθάιαην 2, ζειίδεο 
54-55. 
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Σν 1941 Ο Kolmogorov κειέηεζε αλαιπηηθά ηηο ζηνραζηηθέο δηαδηθαζίεο δέπηεξεο ηάμεο 
θάλνληαο ρξήζε κεζόδωλ από ηνπο ρώξνπο Hilbert.Σελ ίδηα ρξνληά ν Cramer επέθηεηλε ην 
απνηέιεζκα ηνπ Khintchine ζηνλ ρώξν ηωλ δηαλπζκάηωλ, ελώ ηελ επόκελε ρξνληά βξήθε κία 
ηζνδύλακε αλαπαξάζηαζε κε ηελ    i t sR t e d F s


   γηα ηηο ζηάζηκεο ζηνραζηηθέο 
δηαδηθαζίεο. Η αλαπαξάζηαζε απηή είλαη γλωζηή ωο ην ζεώξεκα Cramer – Kolmogorov θαη 
καο ιέεη όηη ε ηπραία ζπλάξηεζε  ;X t 
 
κπνξεί λα αλαπαξαζηαζεί ωο   
    ; ;i t sX t d se   
 
 (14) 
Όπνπ ε  ;s 
 
είλαη κία ζηνραζηηθή ζπλάξηεζε νξζνγώληωλ πξνζαπμήζεωλ αλ θαη κόλνλ 
αλ ε ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο    ,X XR s t R s t   ηεο ηπραίαο ζπλάξηεζεο  ;X t   
έρεη θαζκαηηθή αλαπαξάζηαζε ε νπνία δίλεηαη από ηε ζρέζε:  
    i t sR t e d F s


    (15) 
 
Όζνλ αθνξά ηηο κε ζηάζηκεο ζηνραζηηθέο ζπλαξηήζεηο δεπηέξαο ηάμεωο, ε πξώηε θαζκαηηθή 
αλαπαξάζηαζε ηνπο δόζεθε ζηα κέζα ηεο δεθαεηίαο ηνπ 1940 από ηνλ Loève κε ηνλ όξν 
“harmonizable stochastic processes” ηνλ νπνίν εκείο απνδίδνπκε ωο “Fourier-Stieltjes 
αναπαπαζηάζιμερ ζηοσαζηικέρ διαδικαζίερ”. Σν 1959 ν Rozanov βξήθε κία θαζκαηηθή 
αλαπαξάζηαζε αληίζηνηρε απηήο ηνπ Loeve κε ηε δηαθνξά όκωο όηη ε ζπλάξηεζε 
απηνζπζρέηηζεο ηεο  ,X XR t t  δελ πξνθύπηεη από ηε Riemann-Stieltjes νινθιήξώζε ηνπ 
ππξήλα  
i st s t
e
  
 ωο πξνο κηα ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο αιιά κε ηελ νινθιήξωζε ηνπ 
ππξήλα  
i st s t
e
  
ωο πξνο  έλα “bimeasure”, ην νπνίν είλαη κηα ζπλνινζπλάξηεζε από ηα 
ζύλνια Borel ηνπ   ζην , ε νπνία έρεη αξθεηέο από ηηο ηδηόηεηεο ελόο κηγαδηθνύ 
κέηξνπ Borel ηνπ  κε ηε δηαθνξά όκωο όηη  δελ είλαη κέηξν. Οη δηαθνξέο ζηνπο 
νξηζκνύο ηωλ Loève θαη Rozanov απνζαθελίζηεθαλ ην 1982 ζην άξζξν ηνπ Rao  κε ηίηιν 
“Harmonizable Processes: Structure Theory” όπνπ θαινύληαη “strong harmonizability” θαη 
“weak harmonizability” αληίζηνηρα.  
 
΢ηε ζπλέρεηα παξαζέηνπκε ηνπο νξηζκνύο ηεο Fourier-Stieltjes αναπαπαζηάζιμηρ 
ζηοσαζηικήρ ζςνάπηηζηρ, θαη ηεο Fourier-Stieltjes αναπαπαζηάζιμηρ ζςνάπηηζηρ 
αςηοζςζσέηιζηρ θαη ζα δνύκε πωο ζπλδένληαη απηέο κεηαμύ ηνπο κέζω ηνπ γενικεςμένος 
θαζμαηικού θεωπήμαηορ. 
ΦΑ΢ΜΑΣΙΚΗ ΑΝΑΠΑΡΑ΢ΣΑ΢Η ΢ΣΑ΢ΙΜΩΝ ΣΤΥΑΙΩΝ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΕΩΝ       131 
 
 
  
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 6.7: Θα ιέκε όηη η ζηοσαζηική ζςνάπηηζη δεςηέπαρ ηάξεωρ  ;X t   είναι 
αναπαπαζηάζιμη μέζω ολοκληπώμαηορ (κεηαζρεκαηηζκνύ) Fourier-Stieltjes εάν υπάρχει 
στοχαστική συνάρτηση δεπηέξαο ηάμεωο  ;s  , κε ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο  ,R s s    
θξαγκέλεο θπκάλζεωο ζην επίπεδν  , ηέηνηα ώζηε  
    ; ;i st sX t d se     κε πηζ. 1.  (16) 
 
Η  ;X t   ζα ιέγεηαη επίζεο Fourier-Stieltjes αναπαπαζηάζιμη ή Fourier-Stieltjes 
ζηοσαζηική ζςνάπηηζη, ελώ ε  ;s   ζα ιέγεηαη (γεληθεπκέλε) θαζμαηική καηανομή ηηρ 
ζ.ζ.  ;X t  , θαη ε ζρέζε    ; ;i st sX t d se     ζα αλαθέξεηαη θαη ωο  θαζμαηική 
αναπαπάζηαζη ηεο  ;X t  .    
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 6.8: Θα ιέκε όηη η ζςνάπηηζη αςηοζςζσέηιζηρ  ,R t t  είναι αναπαπαζηάζιμη 
μέζω ολοκληπώμαηορ (κεηαζρεκαηηζκνύ) Fourier-Stieltjes ή, απινύζηεξα, Fourier-Stieltjes 
αναπαπαζηάζιμηρ ζςνάπηηζηρ αςηοζςζσέηιζηρ (harmonizable autocorrelation function) 
εάν υπάρχει ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο  ,s s   θξαγκέλεο θπκάλζεωο ζην επίπεδν,   
ηέηνηα ώζηε  
      , ,i st s t s sR t t d d s se 
  

      (17) 
 
Γενικεςμένο Φαζμαηικό Θεώπημα 6.9:  Έζηω ( ; )X t   ζηοσαζηική ζςνάπηηζη δεςηέπαρ 
ηάξεωρ κε ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο  ,X XR t t . Σόηε ε ( ; )X t   είλαη Fourier-Stieltjes 
αναπαπαζηάζιμη αν και μόνο αν ε  ,X XR t t  είλαη Fourier-Stieltjes αναπαπαζηάζιμη. 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ: ΆΛΛΟΙ ΣΡΟΠΟΙ ΑΝΑΠΑΡΑ΢ΣΑ΢Η΢ ΢ΣΟΥΑ΢ΣΙΚΩΝ 
΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΔΩΝ 
SAMPLING THEOREM 
 
Όπωο αλαθέξακε θαη ζηελ εηζαγωγή ηωλ ζεωξεκάηωλ Mercer θαη Karhunen Loeve, ην 
sampling theorem είλαη έλαο άιινο ηξόπνο αλαπαξάζηαζεο ηεο ζηνραζηηθήο ζπλάξηεζεο 
 ,X t   ζπλαξηήζεη δύν κνλαδηάζηαηωλ ζπλαξηήζεωλ. Εηζήρζεθε γηα πξώηε θνξά από ηνλ 
Shannon to 1949 γηα ζπλαξηήζεηο ζεκάηωλ, νη νπνίεο είλαη ληεηεξκηληζηηθέο ζπλαξηήζεηο 
νξηζκέλεο ζην ζύλνιν ηωλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ ελώ ην 1957 ν Balakrishnan ην επέθηεηλε 
γηα αζζελώο ζηάζηκεο ζηνραζηηθέο ζπλαξηήζεηο.  
Πξνηνύ παξνπζηάζνπκε ην ζεώξεκα πξέπεη λα νξίζνπκε δύν δηαθνξεηηθέο 
ζπλαξηήζεηο ζεκάηωλ, ηηο “bandlimited” θαη ηηο πεπεξαζκέλεο ελέξγεηαο ( finite energy). 
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 1: Μία ζπλάξηεζε ζήκαηνο  X t  θαιείηαη πεπερασμένης ενέργειας αλ ε 
ζπλάξηεζε απηή αλήθεη ζην ζύλνιν  2L  . 
 
Τόηε ν κεηαζρεκαηηζκόο Fourier ηεο νξίδεηαη θαηά κέζε ηεηξαγωληθή έλλνηα ωο εμήο: 
 
       
1
lim
2
T
iut iut
T
T
FX u X t e dt ms X t e dt

 

 
    .  (7) 
Ο ηειεζηήο    2 2:F L L  είλαη έλαο unitary ηειεζηήο, δειαδή ηζρύεη 
όηη , ,Fh Fh h h  γηα θάζε h  πνπ αλήθεη ζηνλ ρώξν Hilbert. Υπελζπκίδνπκε όηη νη unitary 
ηειεζηέο έρνπλ ηελ ηδηόηεηα όηη γηα δύν ζπλάξηεζεηο ,h g ηνπ ρώξνπ Hilbert ηζρύεη όηη: 
, ,Fh Fg h g  θαη 1, , ,Fh g h F g  . 
 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 2: Μία ζπλάξηεζε ζήκαηνο  X t  θαιείηαη “bandlimited” αλ ππάξρεη κία 
ζηαζεξά 0W   ηέηνηα ώζηε    0FX u   γηα θάζε u  γηα ην νπνίν ηζρύεη u W  . 
Η ζηαζεξά 0W   θαιείηαη bandwidth θαη ην δηάζηεκα  ,W W  είλαη ην δηάζηεκα 
ζπρλόηεηαο (frequency interval). 
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Σηε ζπλέρεηα ζα νξίζνπκε κία ζπλάξηεζε πνπ είλαη bandlimited, ηε σσνάρτηση επιλογής ( 
sample function). 
ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 3: Έζηω 0W  . Η ζπλάξηεζε WS  ε νπνία νξίδεηαη ζην ζύλνιν ηωλ 
πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ θαη δίλεηαη από ηνλ ηύπν:  
  
sin
, 0
, 0
W
W Wt
t
Wt
S t
W
t




 
 

  (8) 
θαιείηαη sample function. 
 
SAMPLING THEOREM 4: Έζηω  X t  κία bandlimited ζπλάξηεζε ζήκαηνο κε bandwidth 
0W   . H  X t  επηδέρεηαη θαηά κέζε ηεηξαγωληθή έλλνηα ην αλάπηπγκα ην νπνίν δίλεηαη 
από ηνλ ηύπν:  
    , n
n
n W
X t X t
W

 


 
 
  
 
   (9) 
Οη ζπλαξηήζεηο  n t νξίδνληαη από ηνλ ηύπν:  
   , ,n W
n
t S t t n
W W
 

 
    
 
  (10) 
Καη ην ζύλνιν  n n

  
απνηειεί έλα πιήξεο νξζνθαλνληθό ζύζηεκα ζην ρώξν όιωλ ηωλ 
bandlimited ζπλαξηήζεωλ ζεκάηωλ κε ζπλάξηεζε bandwidth 0W   θαη θαιείηαη ζύζηεκα 
ζπλαξηήζεωλ επηινγήο.  
 
Τν sampling theorem νπζηαζηηθά καο ιέεη όηη έλα bandlimited ζήκα κπνξεί λα αλαθηεζεί 
πιήξωο από νκνηόκνξθα θαηαλεκεκέλα δηαθξηηά δείγκαηα αλ θαη κόλνλ αλ ν ξπζκόο 
επηινγήο δελ είλαη κηθξόηεξνο από δύν θνξέο ην bandwidth. Επίζεο, κπνξνύκε λα πνύκε όηη 
ην ζεώξεκα απηό είλαη ην αλάπηπγκα Fourier κίαο 2L - ζπλάξηεζεο ωο πξνο ην ζύζηεκα ηωλ 
ζπλαξηήζεωλ επηινγήο. 
 
Τν sampling theorem εθαξκόδεηαη θαη ζηελ πεξίπηωζε ηωλ ζηάζηκωλ ζηνραζηηθώλ 
ζπλαξηήζεωλ, κε ηηο νπνίεο ζα αζρνιεζνύκε αλαιπηηθά ζηε ζπλέρεηα. Θα δνύκε όηη ε 
ζπλάξηεζε κπνξεί λα γξαθεί ζηε κνξθή 
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      exp ,X t i t d t 


  S   (11) 
, όπνπ  S είλαη ε ζπλάξηεζε θαζκαηηθήο θαηαλνκήο. Σηελ πεξίπηωζε απηή ζα ιέκε όηη ε 
ζπλάξηεζε   X t είλαη bandlimited αλ ππάξρεη 0W   ηέηνην ώζηε ν θνξέαο ηνπ θάζκαηνο 
 S λα αλήθεη ζην δηάζηεκα  ,W W  θαη θαη ε ζηνραζηηθή ζπλάξηεζε κπνξεί λα γξαθεί 
ιόγω ηνπ sampling theorem ζηε κνξθή: 
  
  
  
sin /
, ,
/n
W t n Wn
X t X
W W t n W

 


 
 
  
 
   (12) 
 
Απόδειξη: Γηα ηελ απόδεημε βιέπε Sasvari Zoltan, 2013, Multivariate Characteristic and 
Correlation Functions, De Gruyter, ζειίδα 114 θαη Gikhman I.I., Skorohhod A.V., 1969, 
Introduction to the Theory of Random Processes, W.B. Saunders Company, ζειίδα 204.  
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